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1. Krystalografia - nauka o upadgkowanym ciele statym.

Krystalografia jest interdyscyplinagrdziedzim wiedzy, majca swojezrodto w mineralogii.
Ze wzgkdu na opis materii, zjawisk zw#anych z badaniami oraz natunbiektow i problemy
dajace st rozwiazat, krystalografia jest naukinterdyscyplinara na pograniczu fizyki (metody
badawcze) matematyki (opis zjawisk), chemii i bgdlo(zwiazek budowy przestrzennej z
wiasciwosciami i funkcp czasteczek i bioczsteczek).

Podwaliny wspotczesnej krystalografii stworzono WiKwieku. Wsrdéd wanych podstaw
jest sformutowane przez Nicolausa Steno prawo &tigkatow moéwice,ze katy pomigdzy scianami
krysztatbw danej substancji otrzymanych w tych seimwarunkach fizykochemicznych (np. pH,
temperatura, rozpuszczalniky stale. Racjonalne podstawy tego prawa zaproponowzeralog
Rene Hally, stawiag hipotez, ze krysztaly § zbudowane z identycznych fragmentow powielanych
w przestrzeni. Rozwany proces wzrostu krysztatu zbudowanego z takichysh czsteczek. Ze
wzgledu na budow chemiczrm, kazda casteczka ma preferowane kierunki oddziatywa
czasteczkami ssiadupcymi. Energia oddziatywamiedzyczsteczkowych zale od fragmentéw
czasteczek (grup funkcyjnych) w nich uczestaicgch. Jéli pozwolimy, aby uktad, w ktorym
nastpuje wzrost krysztatow agijnat rwnowag termodynamiczgy mazemy oczekiwg, ze kada
czasteczka bdzie tworzyta analogiczne oddziatywania z otoczemiea odlegtéci pomkdzy
czasteczkami w jednakowych kierunkactdp identyczne Rys. 1.). W przestrzeni mma wybr&
trzy kierunki odpowiadagce najwekszej energii oddziatywamiedzy casteczkami jako kierunki osi
uktadu wspoétrzdnych, w ktérym dokonamy opisu krysztatu. slletoczenie kadej czsteczki w
krysztale jest jednakowe, to krysztat ma bud@eriodycza. Jednostkowe translacje w kierunkach
wybranych osi uktadu (wersowy osi) odpowiadaglegtGciom pomedzy sisiednimi casteczkami.
Wybor osi uktadu mze by dokonany przez anafiznorfologii krysztatu — kierunki o najwkszej
energii oddziatywa migdzycasteczkowych &da pojawiaty s¢ w pokroju krysztatu jako najdhsze
krawedzie Rys. 1.9 odpowiadajce kierunkom o najwkszej liniowej gstasci materii. Najweksze
sciany odpowiadaj ptaszczyznom o najwkszej gstasci powierzchniowej, co talke wiaze sk z
optymalnymi termodynamicznie oddziatywaniami.sliJezasteczki wykazuj symetrg w budowie
przestrzennej, to sieoddziatywa przez nie tworzonych nie take wykazé taka symetrg, co
znajdzie odbicie w symetrii budowy krysztatu.
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Rys. 1.1.
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W oparciu o powysze mana zdefiniowa krysztat jako jednorodne chemicznie ciato state o
uporzadkowanej budowie wewitrznej (periodyczng, symetria rozktadu materii), w ktérym
wiasciwosci skalarne s jednakowe w kadym kierunku, a wiciwosci wektorowe g jednakowe w
kierunkach rownolegtych lub zazanych symeti

Opisu krysztatu mma dokond podajc wspotrzdne wszystkich atomow w krysztale. Wtedy
mowi sk 0 sieci krystalicznej. Mma jednak upri¢ opis, zasipujac czasteczki (np. biatka,
wirusy, asocjaty cisteczek) przez punkty zwanegzéami. Taki opis jest znacznie prostszy, ale
zachowuje wiernie zat@osci geometryczne mdzy sktadnikami sieci, w tym odlegia i symetrg
sieci. Przy takim opisie postugujemy giojeciem sieci przestrzennej.

Na osie uktadu wybieramy trzy niewspotptaszczyzngweste, tworace prawoskitny ukiad
odniesienia. Dla opisu osi uktadu i translacjinestkowych przyjto konwenat opisanm naRys.
1.3 Wersorami osi X, Y i Z g odpowiednio wektory @ bp i co. Jdli za pocatek ukiladu
przyjmiemy jeden z identycznychemtow, to jednostkowe przeswwgia a, by i o oraz ich sumy
zdefiniuja potazenia dmiu weztdw (reprezentacji easteczek) w nar@ach réwnolegtécianu. Taki
rownolegtdcian nazywa si komorky elementars, i odpowiada on podstawowej jednostce budowy
krysztatu postulowanej przez Rene Hally. Ksztalt &dkinzalezry od wektoréw translacji mdzy
weztami. Diugdci wersoréw osi odpowiadgjdtugasci krawedzi komorki elementarnej, aaty
miedzy krawedziami odpowiadaj katom miedzy osiami uktadu. Diugai wersorow osi i kty
miedzy osiami (g ko, ¢ a, B, v), nazywa si parametrami komorki elementarnej (statymi sieci).
Wyboru komaorki elementarnej w periodycznej siecizme dokoné na wiele sposobowRfys. 1.9.
Wybor musi jednak spetnikilka warunkdw:

- Zawartag¢ komorki elementarnej jest reprezentatywna dlagmateysztatu
- Wybor musi odpowiadaminimalnej obgtosci komorki, jak najwekszej liczbie lgtow prostych
migdzy osiami i najwyszej symetrii.
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Ze wzgkdu na parametry komorki elementarnej, krysztatyiczal s¢ do jednego z 7
uktadow krystalograficznych:
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Uktad trojskaény atb#c o#B#y L1
Uktad jednoskény atb#c a=y=90< L
Uktad rombowy gb#c a=p=y=90 3L
Uktad tetragonalny aztr o=p=y=90 Ly

Uktad trygonalny a=b=w=F=y#90 (romboedryczna) 3L
a=tr a=B=90y=120 (heksagonalna)

Uktad heksagonalny  azb a=p=90y=120 Ls

Uktad regularny a=b=@=p=y=90 415

Zestawienie zawiera zeosie symetrii (opisane w dalszejeéa) charakterystyczne dla danego
uktadu.

Opis zawartéci krysztatu upraszczaesdo opisu zawartei pojedynczej komorki elementarnej
oraz podania wektoréw jednostkowych translagji @, ¢, ktorych liniowa kombinacja definiuje
potozenie kolejnych komorek w sieci krystalicznej. Tasowa konieczrigé zastosowania geometrii
analitycznej lub wprowadzenia odpowiedniej symhoBkosowanej w krystalografii. Pdadtenie
punktu (np. poteenie roéwnowagowe atomu) definiuje ¢siprzez podanie wspokdnych
utamkowych x y z. $to wspotrzdne wzgkdne, liczone jako utamki wektoréw jednostkowych
translacji wzdta osi X Y Z uktadu. Dlatego pokenie kadego punktu x y z mmma opisa
wektorem z punktem zaczepienia w pgikm uktadu:

r=xa+yb +zc

Z powyzszego wynikaze wspotrzdne punktéw nalecych do komorki elementarnej przyjmu;j
wartasci z przedziatu [0,1]. &ty sieci mag wspotrzdne catkowite.
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Rys. 1.5. Rys. 1.6

Proste i ptaszczyzny w sieci przestrzennej defimiogvg przez zbiory wztow (Rys. 1.51i 1.6.
Kierunek prostej w przestrzeni ma opisa przez okrélenie dwdch punktdéw xy; z; oraz % Yy, z»
nalezacych do tej prostej. Wskaiki w symbolu prostej [uvw] oblicza @ijako r&nice
wspohrzdnych pary punktdowAx Ay Az]. Przyktadowo para punktéw 112 i 223 definiuj@sh
[111]. Jeeli rozwazymy osie X Y i Z, przechode przez pocgek uktadu oraz punkty na koach
wektoréw a, by, ¢, to osie ma symbole X [100] Y [010] i Z [001]. Wskaiki uvw s takze
liczbami catkowitymi, dlatego wynikage z wyliczé liczby naley pomnay¢ przez odpowiedni
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czynnik Rys. 1.9. Wszystkie proste rownolegte w przestrzeni gridpntyczny symbol [uvw], co
jest zgodne z przyfa definicja krysztatu.

Ptaszczyzny w przestrzeni oma jednoznacznie okdle¢ przez podanie wspékdnych trzech
punktéw. Aby wprowadZzi symbole ptaszczyzn trzeba rozwyé pak ptaszczyzn przecingych
osie uktadu w punktach HKL oraz;HK; Lj, odpowiadacych weztiom na osiachRys. 1.7 .
Potazenie tych punktow jest opisane catkaywitielokrotngcia wersorow osi @ by, . To prowadzi
do prawa wymiernych stosunkéw odcinkow: ilorazygtici odcinkéw odcinanych na osiach przez
dwie ptaszczyznyasliczbami wymiernymi OH/OH OK/OK; OL/OL; 00 W.

Rys. 1.7.

Na tej podstawie angielski krystalograf Miller wpradzit symbolik ptaszczyzn. 3 zatozye,
ze odcinki OH, OK. i OL odpowiadajodcinkom jednostkowym OHsaOK.=h,, OL=0, to $ciana
przecinajca osie w punktach H K L me by sciam odniesienia, a poienie kadej innej
ptaszczyzny mzna opisé wzgledem tej ptaszczyzny. Przeksztakwajrzy liczby wymierne do liczb
catkowitych uzyskujemy wskaiki w symbolu Millera ptaszczyzny (hkl):

h=a/OH; k=h/OK; |=a/OL; gdzieh, k,OC

Z definicji krysztatu wynika,ze ptaszczyzny rownolegte w przestrzeaisobie rownowazne,
gdyz przecinag osie uktadu w kolejnych gztach na osiach. Jakie jest znaczenie symboluehill
(hkl) pokazuje nagpujacy przyktad. Sciana jednostkowa przecina osie uktadu idaxh wersorow
osi H, K L, odcinajc na osiach uktadu odcinki OH=a; OK=b; OL=c. Zgedn definicy Millera
dlasciany (hkl) iloraz

h:k:l=a/OH : b/OKj : c/Olg
OH1=a/h OK =b/k Ol =cll
Interpretacja wskanikOw jest wec nastpujaca: liczby h, k | wskazgj na ile réwnych
czgsci ptaszczyzny (hkl) dziel odcinki jednostkowych translacjiody 1 ¢.  Przyktadowo
dhugas¢ odcinkéw odcinanych na osiach przez ptaszcgzy481l) to:

OH1 =4a/4; 0K =b/2; 0l =cC
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Konsekwengj jest rozwaenie wskanikow dla ptaszczyzn réwnolegltych do osi ukiadu
krystalograficznego. RoOwnolegid do osi ukltadu oznacza nieskzora diugas¢ odcinka
odcinanego na tej osi. Z definicji symboliki Milee wskanik obliczony np. dla osi X jako
limes(a/w) = 0.

W przestrzeni mia wyr@ni¢ cztery ptaszczyznys€iany), ktore w sposéb kompletny opisuj
komorke elementara i scharakteryzuaj jednoznacznie uktad krystalograficznigys. 1.§. Trzy z
nich @ definiowane przez pary osi uktadu XY, XZ i YZ, awarta przecina osie w punktach
okreslajacych dilugd¢ wersorow osi. Ten zbiGician nazywa si czworgcianem zasadniczym.
Trzy $ciany czwordcianu odpowiadafge scianom komorki elementarnej magymbole (100) (010)

i (001), a czwartaciana, wyznaczaga diugd¢ wersoroéw osi ma symbol (111).

Rys. 1.8.

Sciana réwnolegta do osi X i Y, przechada przez koniec wersora ma symbol (00I).
Analogiczniesciana rownolegta do osi X, Z ma symbol (010), améiegta do osi Y, Z to (100)
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2. Podstawy krystalografii. Rachunek pasowy. pgrnanslacyjne Bravais.

W krystalografii ttywa sk pojecia pasa — zbioru ptaszczyzn réwnolegtych do wsgjghnostej,
zwanej osi pasa. Na gruncie geometrii analitycznejzme wprowadzi tzw. rOwnanie pasa.
Rozwamy ptaszczyza w tréjwymiarowej przestrzeni jako zbiér punktowwspotrzdnych xyz
spetniajcych rownanie odcinkowe ptaszczyzny

LD A 1 gdzie a,b,c - odcinki odcinane na osiach X, Y i Z
a

b c

Translacyjne przesugtie ptaszczyzny ze zmiardtugasci odcinkédw o czynnik d: ad, bd, cd
maozna zapisé

—+—+—=1 albo

Dla ptaszczyzny przechoglzej przez pocgek uktadu wspoétrdnych d=0. Dowolna
ptaszczyzna o symbolu Millera (hkl) odcina na osiadcinki a/h, b/k, ¢/l dag rownanie

X y y
+ + =
alh b/k c/l

lub po przeksztatceniu

m+ﬁ+l_2:1
a b c

Wprowadzimy réwnanie pasa. RoOwnanie ptaszczyzry) (brzechodzcej przez poczek
uktadu wspotrzdnych

B+Q+|_Z:O
a b c

Jeili ptaszczyzna (hkl) nalsy do pasa prostej [uvw] to naoa po przesunciach znalé¢ prost
[uvw] lezaca w ptaszczynie (hkl). Obie zawierajpocatek ukladu. Dla takiej prostej spetniona
jest proporcjax:y:z = u:v:w. Punkty Q@@w; au bv cw nates do prostej i ptaszczyzny. Po
podstawieniu:

hue kvt Iwc
+ +
a b C

=0 lub po uproszczeniu

hx +ky +1z=0
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Powyzsze rownanie to rownanie pasa. Spetnienie tegoagia oznaczae ptaszczyzna (hkl) i
prosta [uvw] g réwnolegte, czyli ptaszczyzna najedo pasa osi [uvw]. ROwnoumie prosta [uvw]
jest osi pasa do ktorego nadgsciana (hkl). Niespetnienie tego warunku oznageagprosta [uvw] i
ptaszczyzna (hkl) nieasréwnolegte. Rozwany nasgpujacy przykiad: czy prosta [201] jest asi
pasa, do ktorego naidg ptaszczyzna (010) ? Obliczenie 2x0 + 0x1 + £X®dowodzize tak.

W oparciu o rownanie pasa tma wskazé ogolny symbol ptaszczyzn naleych do pasa osi
X. Symbol osi to [100], dlatego rownanie pasaXsi

1x0 + Oxk + Oxl = 0= symbol (Okl).

Analogicznie ogoélny symbol ptaszczyzny naleej do pasa osi Y [010] to (hOl), a ogdlny
symbol ptaszczyzny natgcej do pasa osi Z[001] to (hk0). Oznacza#®,do wyznaczenia osi
uktadu wspétrzdnych nie g§ koniecznesciany czwordcianu, wystarcz po dwiesciany naleéace do
pasa kadej osi.

Geometria wskazujeze przecicie dwoch ptaszczyzn w przestrzeni jednoznacznienagza
prost, za dwie proste jednoznacznie definiygtaszczyza w przestrzeni. Na gruncie krystalografii
mozna te stwierdzenia sprowadzio spetnienia uktadu dwoéch rowngasa dla wspolnej prostej
[uvw] lub dla wspolnej ptaszczyzny (hkl). Wprowany tzw. prawo pasow. Przypomnijmie pas
to zbiér wszystkich ptaszczyzn réwnolegtych do jedmrostej, ktéa nazywamy osi pasa.
Rozwaymy ptaszczyzny (hki l;) i (hz ko |2) wyznaczajce & pasa, przesugtie do punktu 000:

hx  ky 1z _
——+ 4+ =0 / /k
a b c v 2
M+_k2y+|£:o /-hl /-kl
a b c

Po pomnaeniu pierwszego rownania przez h drugiego przez (i i dodaniu stronami
otrzymamy

(kihp —kahpy (o=l hiz _
b C

Analogicznie po pomnaniu pierwszego réwnania przez & drugiego przez (1ki dodaniu
stronami otrzymamy

(hk; = hky)x + (=lik, +1.k)z _ 0
a c
Przeksztatca oba rownania otrzymamy

(Ithy —12hyz — (hka-hXjy (hk;, = hok;)x — (Iky —15k)z
C b a C
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Dalsze przeksztatcenie pozwala na wyliczenie wsmrnwyraenia zalenego od z/c:

Yy Zz X X _y _ 2z

b(hp —Lh)  clhke— b k) alkh—keh)  au by ow

W ten sposob otrzymujemy wasétd u, v i w z symbolu osi pasa definiowanej przezwazamn
par ptaszczyzn. lloraz u:v:w nioa zapisé jako iloraz wartéci trzech wyznacznikéw, a wzor w
ponizszej ramce utatwia jego zapaganie.

bk
bk

hy
M

ki lp by kg

ko 1o hp ko
u v w

lg
>

l1 hy
I, hy

kg Iy
ky o

uv. w= : : albo

Stosujc analogiczny wzér mma wyliczye symbol (hkl) ptaszczyzny nalgcej do dwdch paséw
[U]_V]_W]_] [ [U2V2W2].

Powr&my do rozktadu wzidw w sieci przestrzennej. W rzeczywistej pericahe] sieci
krystalicznej casteczki lea nie tylko wokot naray komorki, ale take nasrodkachscian i wsrodku
przestrzennym. RysuneRys. 2.1 przedstawia citeczle kompleksu palladu, dla ktorego
upakowanie w sieci krystalicznej pokazupgs. 2.2 Zwraca uwag fakt, ze w srodku komorki
elementarnej znajdgljsic para czsteczek definigjca wezet analogiczny do tych w natach
komorki.

Rys. 2.2

Na podstawie rzeczywistego rozkladu materii w kdwmbéh elementarnych krysztatbw
wprowadza s cztery podstawowe typy komorek: prymityavi®, o centrowanych podstawach C,
wewretrznie centrowai | orazsciennie centrowankF (Rys. 2.3) Dla pokazanych typow komorek,
potozenie weztdw opisane jest liniowkombinacy jednostkowych translacji ¢aby, c) w komorce
P, oraz dodatkowo translacjami (a+b)/2 i (a+b)/2 w komérce C, (a+b+c)/2 w komodrce | oraz
(at+b)/2; (a+b)/2 + c; (a+c)/2; (a+c)/2 + b; (b+¢)B+c)/2 + a w komorce typu F. Tylko taki rozktad
weztow (czasteczek) wysipuje w przyrodzie. Tworzone 14 typOw sieci trangjaych spetnia
Wymogi grupy przemiennej translacji w przestrzeni.
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A S
[ 8/
Pmmm Cmmm

Rys. 2.3.

Grupa translacyjna to zbiér elementow grupy — femjiswraz z dzialaniem grupowym —
dodawaniem wektorow translacji, okiene w przestrzeni - na przyktad trojwymiarowe;.

Zbior translacji i ich dodawanie (ztenie)e tworza grupe przemienn G, jesli:

1. Dla kadych a,b,d1 G spetniony jest warunekdzndaci
(a*b)ec = a(beC)

2. Istnieje element neutralny G taki,ze
ae=-ea=-a

3. Dla kadego aJ G istnieje element przeciwny'a G taki,ze
ad=aa=e

4. Dla kadych a,b] G zachodzi przemiengé
ab=ba

Rozktad weztéw w komorkach ma wptyw na licztweztéw (czisteczek) nalimcych do wrtrza
komorki. Komorka prymitywna P maegty tylko w nar@ach, sid ich wspétrzdne: 000, 100, 010,
001, 110, 101, 011, 111.

Definiuje sk trzy typy komorek z centrowanjedm pam scian rownolegtych. Komork A
definiuje s¢ jako komork z centrowana parcian przecinajcych ¢ X. Wspétrzdne weztdéw jak
w komoérce P oraz dodatkowoemty 0% i 1%%. W komérce B centrowana jestaparan
przecinagcych ¢ Y. Wspétrzdne weztow jak w komorce P oraz %20% i %1%. W komorce C
sciany centrowane przecinaps Z, a wezty maja wspotrzdne jak w komorce P oraz Y220 i ¥2%21.

Komorka F ma wszystkie parician centrowane, jest wd pohczeniem komérek A B i C.
Wspotrzdne weztow jak w P oraz 0%2Y2, 1¥%Y%, Y20, Y21Y2, Y2%20 1 YoY21.

Komorka | ma wzty w nara@ach tak jak komorka P orazmet wsrodku przestrzennym %2Y%2Y.

Liczba weztow (casteczek) w komorce elementarnej oznaczana jest agmbZ. Liczba
weztow zwiazanych grup translacyjm w komorce P : Z=81/8 =1

Liczba weztdw w komorkach A, B lub C: Z =-8/8 + 2% =2

Dla komorki | liczba wztéw: Z2=81/8+1=2

W komorce F liczba wztéw: Z=81/8 + 3(2+%2) = 4

Matematyk francuski Auguste Bravais wyprowadzit y&kie 14 maliwych typdw sieci

translacyjnych, uwzgtiniagcych 4 typy centrowania i 7 ukladéw krystalografigeh. Sieci
translacyjne wymienioneasponizej. Brak niektérych sieci w zestawieniu wynika mdth
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mozliwosci.  Pierwsza to midiwos¢ przeksztatcenia do innego typu sieci translacyjaej
zachowaniem parametrow komorki elementarnej danegfadu krystalograficznego.  Inna
przyczyna to ztamanie symetrii charakterystycznky danego uktady krystalograficznego lub
ztamanie warunku tworzenia grupy przemiennej tia)sl

Mozliwe sieci translacyjne Bravais

Uktad trojskaény P

Uktad jednoskény P,C

Uktad rombowy P, AB,C), F, I
Uktad tetragonalny P, I

Uktad trygonalny P,R

Uktad heksagonalny P

Uktad regularny P, F, I

Zastosowany dla uktadu trygonalnego symbol R ozmdaamdrk prymitywna z wyborem
romboedrycznego uktadu osi, a=bssp=y#90, symbol P oznacza wybdér heksagonalnego uktadu
osi : a=lkc, a=p=90y=120 (tak jak w uktadzie heksagonalnym).

12
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3. Symetria. Elementy grup punktowych.

Zacznijmy od statystyki. Ze wzglu na parametry komorki elementarnej (a, bga,c, v)
wszystkie krysztalty mgemy zalicz¢ do jednego z 7 uktadow krystalograficznych. Amnajlic
rozklad casteczek w komorce elementarnejzna zdefiniowd 4 typy komorek translacyjnych: P,
A(B,C), F oraz I. Jdi rozwazy¢ komorki translacyjne maiwe w poszczegolnych uktadach
krystalograficznych, to mamy 14 sieci translacymygravais. Analiza rozkladu materii w komorce
elementarnej w przestrzeni trojwymiarowej prowadiziwyr&nienia 32 grup punktowych symetrii.
Wyktad dotyczy operacji symetrii i ich opisu.

Zewretrzny pokroj krysztatdw ujawnia, w niektokeiany maj identyczny ksztalt i wielks.
Takze niektore krawdzie pomedzy scianami maj identycza diugas¢. W zbiorach identycznych
scian lub krawdzi mazna zdefiniowd przeksztalcenia wiace te elementy morfologii krysztatow.
Te przeksztalcenia to operacje symetRys. 3.1pokazuje przyktady symetrii osiowej wynikag]

z analizy morfologii krysztatdw.

6-fold

RS [ b W
1
L)

m m ml
|
1
-t
/ﬂ( P
|k ¥
| |
| |
| |
[ |
Aragonite Calcite Apatite
CaCO4 CaCO3 Ca;(CLF) (POy),

Rys. 3.1

J&ili powiazemy sciany i krawedzie widoczne w krysztale z rozktademasteczek lub wztéw
(Rys. 1.1 Rys 1.Pto mazna wnioskow@, ze rozktad materii w sieci krystalicznej wykazujerstric
widoczr w morfologii krysztatu. Symetrie, tak jak trangk, s przeksztatceniami izometrycznymi
— zachowujcymi odlegtadci. Do opisu symetrif stosuje si operatory macierzowe:

s11 sl2 €13
S |s21 s22 s23 dziatajce na punkty dapc obrazx’
s31 s32 s33

Posté macierzy jest tatwa do otrzymania. Rozwg iloczyn macierzyS i macierzy
kolumnowych opisujcych kaice wektoréw @ by, co. Przyktadowo:

sll1 sl2 s13)(1 sll
s21 s22 s23||0| =|s21 i analogicznie dla punktéw 010 i 001
s31 s32 s33)(0 s31
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Wyrézni¢ nalezy symetrie wzgidem punktu, prostej i ptaszczyzny. Adej symetrii odpowiada
element symetrii — zbior punktéw niezmienniczycmelgo przeksztatcenia. Symetria wagm
punktu to symetridrodka. Dla tego przeksztatceniaywa st symbolu Groth&. Obrazem punktu
w symetrii srodka jest punkt réwno odlegty ddodka przeksztatcenia, 4gcy na wspoélnej prostej
(Rys. 3.2. Sud zbior punktdw niezmienniczych jest jednoelementawzawiera tylkosrodek
symetrii. Symetridgrodka whze 2 punkty rownowane symetrycznie.

5
° o
xXyz xyz
x
Rys. 3.2. Rys 3.3 Rys. 3.4

Jeili zalozymy, ze pocatek uktadu pokrywa siz potazeniem srodka symetrii, to symetyi
srodka opiséa mozna rownaniem:

-1 0 O0)(x -X
O -1 O||ly|=|-Y
0O 0 -1)lz -Z

Symetria wzgidem prostejRys. 3.3 odpowiada obrotowi wokét osi dwukrotnej atki8®, a
symbol Grotha td_,. Symetria osi dwukrotnej wie 2 punkty rownowane symetrycznie. Zbior
punktow niezmienniczych odpowiada prostej - osiotlor Poniewa o obrotu jest elementem
kierunkowym, jego orientagj opisuje st symbolem [uvw].  Macierzowe operatory dla
podstawowych osi dwukrotnych mgjost#:

1.0 0 -1 0 0 -1 0 0
L,[100] |0 -1 © L[010] | 0 1 O L01] | 0 -1 O
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

Symetria wzgidem ptaszczyzny pokazana jestRys. 3.4 Stosowana symbolika GrothaRo
Poniewa ptaszczyzna to element kierunkowy, jej panie opisuje si symbolem Millera (hkl).
Symetria ptaszczyzny wie 2 punkty rownowae symetrycznie. Opis przeksztatqazy pomocy
operatoréw macierzowych przedstawiony jest pejni

14
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-1 0 0 1 0 0 10 0
P(100)| 0 1 O P(010)|0 -1 O P(001)[0 1 O
0 01 0 0 1 00 -1

Dodatkowo wysipuje przeksztatcenie zeamd@ciowe 0 symbollE opisane operatorem:

1 00
E|0O 10
0 01

Rozwamy obrét wokot osi n-krotnej rownolegtej do Z o dowy kat p = 3[160 Potaenie

punktu X,y mana opisé przy pomocy wektora o diuga r oraz kta o pomidzy tym wektorem i
osia X. Obrot o zaleony kat wokét osi przeksztatca punkt x,y w punkt x’,yRys. 3.5

y y
r@

A 4

Rys. 3.5

Mozna wyrazt wspotrzdne punktu X,y w funkcji r orazaka a. Potaenie obrazu mma
wyrazic analogicznie. Proste przeksztatcenia pozwalajviazat wspotrzdne obu punktow:

X =T COSX y =rsin
X' =r cos@+p) =r cost cosp - r simx sinf
y' =rsin(@+p) = r simt cosp + r cos sinf

W konsekwencji wspotkgine obrazu:

X' =X cosP -y sinp
y' =xsinfp +y cosp

Przeksztatlcenie punktu x,y w punkt X'y’ @ma zatem opisamaciera odpowiadajca n-

krotnej osi obrotu. Przyktadowe macierze dla asu€di czterokrotnej wynikace z powyszych
rozwazan podane gponiej:

15
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Lo Ly

cosf —-sing 0 -1 0 O 0 -1 0

Lnl|z sin cosB O 0 -1 0 1 0 O
0 0 0O O 0 O

Dla osi obrotu réwnolegtych do osi Y i X macierzejmosta:

cosf 0 -sing -1 0 O 0 0 -1
Lnlly 0o 1 0 0O 1 O 01 0
sing 0 cos8 0O 0 -Y 1 0 O
1 0 0 1 0 O 1 0 O
Ln||X 0 cosf -sinB 0 -1 O 0 0 -1
0 sing coB 0O 0 -Y 01 O

Rozwamy obrét o dowolny & ¢ wokét osi, jednak narzucgy wymaog periodyczniei sieci
krystalicznej. Rozwa#anie sprowadzi gido odpowiedzi na pytanie jakie osie obrotu mogis&

rozktad materii w krysztatach.

Wezmy 4 wezty sieci, N-N4 (Rys. 3.6. Przez wzty N; i Ny prowadzimy osie n-krotne obrotu
(symbol Grotha |) z obrotem o & ¢ = 360/n°. Niech N i N, beda sasiednimi weztami na prostej
sieciowej, z odlegkria N;-N4 wynoszaca a. Wezty N, i N3 sa obrazem wztow N4 i N1 po obrocie,
dlatego odlegttci N;-N; i N4-N3 takze s rowne a. Z periodyczioi sieci krystalicznej wynikaze

odlegtas¢ No-N3 jest catkowig wielokrotngcia podstawowej translacji a.

Ny a N,

Rys. 3.6
Z periodycznéci sieci krystalicznej wynikaze d = ma, nil C

d = ma = a + 2acos() l:a
m - 1 = 2cosf’)
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¢ =180 -¢* = cosfp) = - cosfp) Std:
1-m = 2cogf)
(1-m)/2 = cosp)

Funkcja cosf) przyjmuje wartéci z przedziatu [-1,1]. Dla kolejnych liczb catkdych otrzymamy:

m cos) ¢ n = 3606 Ln
3 -1 180 2 )
2 -0.5 120 3 B
1 0 90 4 g
0 0.5 60 6 b
-1 1 0 (360) 1 b

Powyzsze rozwaania wykazatyze w periodycznej sieci krystalicznej dozwoloneobroty o
360/0 180, 120, 90 i 60 stopni, odpowiagaj osiom obrotu jednokrotnej;, dwukrotnejL,
trzykrotnejL 3, czterokrotnel 4 i sze&ciokrotnejLes. Jak widd, dolny indeks oznacza krottoosi
obrotu. Naley zauway¢, ze symetria 0si n-krotnej obrotu a#e n punktéw réwnowaych
symetrycznie.

Oprocz osi obrotu definiuje giosie inwersyjne o ogoélnym symbolu Grothga,. S to
przeksztatcenia zimne powstajce przez paiczone dziatanie obrotu wokot osi i symetiodka
(inwersji).

Obliczenie odpowiednich iloczynow operatoréw daje :

10 0)(-1 0 O -1 0 O
L,C=/01 0|0 -1 0|=|{0 -1 0|=C
0 01)l0 0 -1 0O 0 -1

-1 0 0)(-1 0 0) (1 0
L,[010]eC=| 0 1 0|/ 0 -1 0|=[0 -1 0|=P(10)
o 0o -1lo o -1 (o 1

0 -1 0)(-1 0 0) (0 1 0
L,001]eC=|1 0 0|/0 -1 0|=/-1 0 O|=L,
o0 1)lo 0 -1/ (0 0 -1

L [001]s C = L,

L[001]+ C = L,* P001)= Ly

17
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Z powyzszego wynikaze & Lj; jest tzsama ze&rodkiem symetrii, & dwukrotna inwersyjna
odpowiada ptaszczpie symetrii prostopadiej do osi obrotu. Dlatege ma konieczni
postugiwania & tymi symetriami jako oddzielnymi przeksztatceniamiZ drugiej strony ©
trzykrotna inwersyjna odpowiada zkEniu symetrii osi trzykrotnej i symetrifrodka, za o$
sze&ciokrotna inwersyjna to zé®nie osi trzykrotnej z ptaszczygrsymetrii do niej prostopadlt
Liczba punktéw rownowanych symetrycznie dla kdej osi inwersyjnej pokazana jestRgs. 3.7

T(=srodek 2(=m) 3(= o5 trojkrotna B(= ¥m)
symetrii) +$rodek symetrii)
Rys. 3.7

Czarne kotka symbolizajpunkty nad ptaszczyzna otwarte koétka punkty pod ptaszczyzn
projekcji. W zalenaosci od krotndci osi, liczba punktéw réwnowaych symetrycznie wynosi 2, 2,
6, 4 i 6 dla osi inwersyjnychil, Ly, Lai, Lai i Lgi.

18
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4. Wia&ciwosci symetrii. Elementy grup punktowych.

Przypomnijmy,ze w tréjwymiarowej przestrzeni operator symetrb forzeksztatcenia S moa
sformutowa jako macierz o wymiarze 3x3, w ktorym kolumnyabrazami wersorowpaly i co W
opisywanym przeksztatceniu:

sl <12 €13
S |s21 s22 s23
s31 s32 s33

Dziatanie kilku przeksztaléemaozna opisa jako
S1(X)=X" i S2(X)=X" co jest rownowae S2*S1 (X) = X"

Zapis S2*S1 oznacza iloczyn macierzowych operat@ynvetrii opisujcy ztazenie symetrii S1
i S2. Mana tatwo wykazé ze ziazenie symetriisrodka, symetrii osi dwukrotnej lub symetrii
ptaszczyzny z taksany symetry daje tasama¢:

C*C = Lb*L, =P*P = E

Dotychczas omowiono osie obrotu réwnolegte lub z#agzny symetrii prostopadte do osi X Y
Z uktadu. Maliwe s takze inne potagenia tych elementow symetrii. Rozimay oS L, potozom na
przekatnej pomegdzy wychodnymi osi X 1Y, czyli progt{110]. Mazna zauway¢, ze taka symetria
przeksztalca ©X w 0§ Y, 08 Y w0os X a & Zw 08 —Z. Podobnie mma sprawdz jak opisa

przeksztatcenie L2[iLO]:

01 0

L,[110] wiaze 2 punkty: L(X,y,z) = (Y,X,-2) Sd macierz 1 0 0

0 0 -1
i 0 -1 0
L,[110] wiaze punkty L(x,y,z) = (-y,-X,-2) Macierz |[-1 0 O
0 0 -1

Nalezy zwrécié uwag na obraz wektoroOweai bp w powyzszych przeksztalceniach. Z obu
macierzy wynikaze dtugdci tych wektoréw musgby¢ rowne. Dlatego taka symetria pigva jest
tylko dla uktadéw o parametrach komorki elementprage = by, czyli ukladédw trygonalnego,
tetragonalnego, heksagonalnego i regularnego.

Ztozenie symetrii dowolnej osi dwukrotnej zrsama daje tasamdac:

Lz*l_z = E

19

Projekt wspétfinansowany przez Writuropejsk w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
KAPITAL LUDZKI FUNDUSZ SPOLECZNY

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt pn. Wzmocnienie potencjatu dydaktycznéfddK w Toruniu w dziedzinach matematyczno-przyrodniézyc
realizowany w ramach Poddziatania 4.1.1 Programer@yjnego Kapitat Ludzki

Opis ptaszczyzn symetrii prostopaditych do osi ulitazbstat podany na Wykladzie 3.
Dodatkowo mana przeanalizowasymetrg ptaszczyzn przechogeych pomedzy osiami X i Y
oraz X i-Y. Opis macierzowy takich przeksztatp@dany jest pouej:

0 -10

P(110) (x,y,z) = (-y,-X,2) &t macierz -1 0 O

0O 0 1
. 010
P(110)(x,y,z) = (-Y,-X,2) 3t macierz 100
0 01

Takze ztazenie symetrii dowolnej ptaszczyzny zisan daje tasamdaé:

P*P = E

Czy zawsze izometria ztona z takim samym przeksztalceniem dajsandé¢? Odpowied
jest przeczca. Rozwamy obroty jednostkowe wokét osi o krotwd n czyli obroty o kt 360/1f.

Macierze opisujce takie jednostkowe przeksztatlcenia nazywamy géomi. Wybierzmy ©L4
rownolegh do osi Z, ktorej dziatanie pokazugys. 4.1

a) z; b) 2; C) ZL

Aloo1) AL001] Al001]
1100} (010] (100 (070 aﬁoo]
710101 Y ; (010] ¥ (0101 ¥
4 1100] 4 T100] ¢ 1100]
Rys. 4.1

Analiza obrotu o 90 (Rys. 4.1.3 wskazuje na obrazy wersorow osi, uiiwiajac
sformutowanie generatora:

0 -1 0
O$L,[001] Obr6to9d |1 0 Of - Generator
0O O

Obliczenia dla kolejnych jednostkowych obrotow paiajp znale¢ kolejne obrazy punktu
startowego xyz i odpowiadapbrotom o 180, 270 i 360
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0O -1 00 -1 0 (-1 0 O
Obr6to186=|1 0 O[|1 O O|= 0 -1 0Ol=L;
0 O 0 O 0O O

0 -1 0(-1 0 O 0 10
Obréto276=|1 0 0 -1 0/={-1 00
0O 0 V\I0o O 0 O

o

0 -1 0(0 1 0 (1 0O
Obréto360={1 0 O0/|-1 0 0|=|0 1 O|=E
0O 0 VIO O 0O

Kolejne obroty pokazanes:1aRys. 4.1.bi Rys. 4.1.c Zwraca uwag przeksztatcenie wektora
Co W ten wektor. Wynika to z obrotu wokot osi Z, kdest zbiorem punktow niezmienniczych
przeksztalcenia. Pourgzy przyktad skiania tedo komentarza: wykonanie obrotw)f odpowiada
przeksztalceniu 4. Uogolniagc, dla kadej parzystokrotnej osi obrotu,l ztozenie n-krotne
jednostkowego obrotu odpowiada symetrii osi dwukept Z kolei zlgenie n-krotne
przeksztatcenia ldaje przeksztalcenieasamdaciowe.

Inne generatory osij.Ls, Lg po ztazeniach da:
|_2‘ L2:E

|_3‘ L3‘ |_3:E

Le' Le' Le' |—6’ Le' |_6:E

Kazde kolejne zilgenie tworzy obraz punktu pagkowego xyz. Sid liczba punktow
generowanych z punktu xyz po obrotach wokét ogig@ana krotnéci osi L, (Rys. 4.9

DO

Rys. 4.2

Wprowadzimy pajcie tabeli mneenia grupowego. W pierwszym wierszu i pierwszej
kolumnie tabeli wypisuje siprzeksztalcenia dziatage w przestrzeni. Na przeciu wiersza i
kolumny jest operacja symetrii odpowiagtag ziazeniu symetrii z wiersza i kolumny. sligpowstaje
nowe przeksztatcenie, to uzupetniamy zawirfmerwszego wiersza i kolumny, powtargaproces
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az do uzyskania spoéjnej z tahdisty przeksztatce Jéli przeanalizujemy dziatanie osi 3-krotnej z
jednostkowym obrotem o 12001,0) to wszystkie przeksztatcenia zwane z ogj L3 to

O1200.  O2c® O120= OO0 Q20 O12¢0 O120= O12¢* O2a0= O360=E

a tabela mnzenia grupowego dla obrotéw wokadj L

O120 O240 Osze0=E
O120 O240 E O120
O240 E Or20 O240
Oze0=E O120 O240 E

Skonstruowanie tabeli maenia grupowego pozwala uzyskabiory symetrii dziatajce w
przestrzeni, w ktorych dowolne zZienie dwoch symetrii daje trzecsymetre takze wykonala w
przestrzeni. Takie zbiory przeksztatagazywa si grupami.

W matematyce grupy to zbiory elementéw grupy dpialech w wybranej przestrzeni i
dziatanies pomkdzy elementami grupy. W przestrzeni definiujemgnsyrie opisane operatorami i
ich mnazenie jako dziatanie grupowe. Zbior symetrii i ichnazenie » beda tworzy¢ grupe
przemiengn G, je&sli:

1. Dla kadych a,b] G ztazenie tych symetrii daje symeirt takze naleaca do grupy
ab=cOG

2. Dla kadych a,b,d] G spetniony jest warunekdznaci
(a2b)ec = a(bec)

3. Istnieje element neutralny eG taki,ze dla kadego elementu grupy a
a»e=-ea=-a

4. Dla kadego a G istnieje element przeciwny*& G
aa’=alsa=e

5. Dla kadych a,bl] G zachodzi przemien’é
ab=ba

Zbiory elementow symetrii twosze grupy przemienne nazywamy grupami punktowymi
(klasami). Grupy punktowe opisusymetre skaiczonej przestrzeni - egteczek lub komorki
elementarnej. W przestrzer ®yskpuja 32 grupy punktowe symetrii.

Tabela mneenia grupowego odpowiada wszystkim warunkom gd&rgym w definicji grupy
przemiennej. Postugug sk tabeh mozna sprawdzi jakie przeksztalcenie jest przeciwne do danej
symetrii (warunek 4) czy okék¢ element neutralny. Z tabeli dla og hokazane] powiej wynika,
ze elementem neutralnym grupy odpowiadaj osi ls jest tasamdé, czyli obrét o 360
Elementem przeciwnym do obrotu o 22€st obrét o 240itd. Nalery zauwayé, ze przeksztatcenie
tozsamdciowe E jest elementem neutralnym ed&j grupy symetrii i grupy translacji.

22

Projekt wspétfinansowany przez Writuropejsk w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
KAPITAL LUDZKI FUNDUSZ SPOLECZNY

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt pn. Wzmocnienie potencjatu dydaktycznéfddK w Toruniu w dziedzinach matematyczno-przyrodniézyc
realizowany w ramach Poddziatania 4.1.1 Programer@yjnego Kapitat Ludzki

5. Reguly sktadania operacji symetrii. Grupy piomke symetrii.

Przypomnijmy pajcie grupy, przyjmujc ze jej elementami s symetrie. W przestrzeni
definiujemy symetrie opisane operatorami i ich teroe jako dziatanie grupowe. Zbior symetrii i
ich mnazenie« beda tworzye grup przemienn G, jeli spetnione § warunki hcznaci , istnienia
elementu neutralnego, elementu przeciwnego oranpenndgci. :

Przyjrzyjmy st dziataniu kilku symetrii w tej samej przestrzeog odpowiada warunkowi 1
tworzenia grupy symetrii. Rachunek macierzowy palawmna wyliczenie, jaki jest rezultat zénia
kilku symetrii. Mana take poshiy¢ si¢ czterema regutami sktadania operacji symetriirekidaj
jakosciowa odpowied bez koniecznii obliczer. Nalezy podkréli¢, ze reguty skiadaniaas
werbalizacy rachunku macierzowegod sparte na wyliczeniu iloczynu operatoréw symetrii.

Reguta 1.

Rozwaymy dziatanie osi ki symetriisrodka C. Wybierzmy ©L;||y. Ztozenie ma@na opisa
przy pomocy réwnania:

-1 0 0)(-1 0 O 1 0 O
L2||y'C = 0O 1 O 0 -1 0|=|0 -1 0] = Ho]_o)D L2
O 0 -1)L0 O -1) (0O 0 1

Rezultatem zipenia jest ptaszczyzngohh), ktora jest prostopadta do rozigaej osi dwukrotne;.
Trzeba zauway¢, ze dla kadej osi parzystokrotnejjljest jej podgrup. Dlatego dla kadej osi
parzystokrotnej, np. osigl; zachodzi zwjzek:

Laj|z* Lajz = L2z i Lajz* C = RooyUl L4

Teraz obliczmy rezultaty kolejnych zen przeksztatce z pierwszej zalenosci:

1 0 0)(-1 0 O -1 0 O
PoipeC =0 -1 0{| 0 -1 0| =0 1 0| = LyyUPowo)
0 0 1){0 O -1 0O 0 -1
1 0 0)(-1 0 O -1 0 O
Powg* L2y = |0 -1 0||0 1 0| =]0 -1 0| =C
0O 0 1){0 0 -1 0O 0 -1

Mozna stworzy tabet mnazenia grupowego odpowiadap powyzszym zalenosciom.
Ponizsza tabela pokazujee operacje symetrii z omawianego przyktadu twamaipe przemiena.
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Loy Po10) C E
La|y E C Ro10) Loy
Po10) C E Lojly Po10)
C Ro1o) Loy E C
E L2 || y P(01o) C E

Reguta pierwsza nie zosta uogolniona: grup przemiena symetrii tworz parzystokrotna ©
obrotu, ptaszczyzna symetrii prostopadita do osi gradek symetrii. Zgodnie z réwnaniami
ponizej, obecn& dwoch spérdd tych symetrii implikuje obecié trzeciej. Rdéwnanie drugie
nalezy interpretowd nastpujaco: ztazenie ptaszczyznydrodka symetrii daje oL, prostopadt do
ptaszczyzny symetrii, ale me to by os bedaca podgrup grupy parzystokrotnej osi obrotu.

= L2n hd C = H]LZn
- Pe C= L0OP

- L2n hd P = C
Requia 2
Omoéwilismy zilozenie osi parzystokrotnej zérodkiem symetrii i plaszczyan symetrii

prostopadt do osi. Rozwamy ztazenie osi n-krotnej bz osia dwukrotra do niej prostopadt Dla
prostoty rachunku wybierzmy,|. w uktadzie rombowym.

-1 0 0\(-1 0 O 1 0 O
L2||z° L2||y = 0 -10 0O 1 O =|0 -1 O = |—2||x
0O 0 1)L0 0 -1 0O 0 -1

Wynikiem facznego dziatania dwoch symetrii jest symetria kadgpsi dwukrotnej prostopadiej
do gtéwnej osi by Regué mazna uogolné nastpujaco: ztazenie osi n-krotnej z ogidwukrotry
do niej prostopadtdaje n osi dwukrotnych prostopadtych do gtéwnsjlg, a liczba osi L jest
réwna krotndci osi gtbwnej. Mana stworzy odpowiedni tabet mnazenia grupowego, ktora
pokae, ze grug przemienn tworza os L, i n osi dwukrotnych do niej prostopadtych. Reguota
nastpujace konsekwencje. Wygiowanie n osi dwukrotnych przeciaeych s¢ w jednym punkcie
daje obecn& osi L, prostopadtej od osi dwukrotnych. Takwystpowanie osi kL przecinajcych
sie pod katem 180/A daje obecn& osi L, prostopadtej od osi dwukrotnych.

= Ln b LZDLn = nLZDLn
- Kat miedzy najblizszymi osiami k wynosi 180/f
- nL, = LyOnLs

Requta 3

Rozwamy ziozenie symetrii n-krotnej osi obrotu z ptaszczyzdo niej rownolegt. Do
obliczeh wybierzmy Lz
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-1 0 0)(-1 0O 1 0 O
Lojz® Paooy = | 0 -1 0|| 0 1 0| =|0 -1 0| =Rouo
0O 0 1)Ll0 01 0O 0 1

Ztozenie daje kolejp ptaszczyza symetrii rownolegt do osi obrotu, a prostopadio pierwszej
ptaszczyzny. Tabela maenia grupowego wyka, ze grug przemienn symetrii tworz o$ L, i n
ptaszczyzn do niej rownolegtych, przecuawjch sé pod ktem 180/A. Wystpowanie dwdch
ptaszczyzn symetrii przecingych se¢ pod takim lgtem oznacza istnienie n-krotnej osi obrotu
zgodnej z lina przececia ptaszczyzn symetri.

- Ln « P|l = nP||l
- Kat miedzy najblizszymi ptaszczyznami wynosi 186/n
- nP = L,||nP

Requia 4

Ostatnia reguta opisuje Zenie parzystokrotnej osi inwersyjnych, ptaszczygymetrii do niej
rownolegtych i osi bk do niej prostopadtych. Na podstawie prostegouakh macierzowego nioa
wykaza&, ze grug tworza parzystokrotna © inwersyjna L, oraz n osi dwukrotnych do niej
prostopadtych i n ptaszczyzn symetrii (osi dwukyatm inwersyjnych, patrz Wyktad 3) do nigj
rownolegtych. Osie dwukrotne inwersyjne i osie #@vaine @ potozone naprzemiennie, aatk
miedzy sisiadupcymi wynosi 180/2h

- Loni » LU = nbOLyy + nP||kni
- Loni © P” = nblloy + nPl“;}ni

Zbiory elementOow symetrii twosze grupy przemienne nazywamy grupami punktowymi
(klasami). Grupy punktowe opisusymetre skaiczonej przestrzeni - egteczek lub komorki
elementarnej. W przestrzen? #ystpuja 32 grupy punktowe symetrii. Postuggijsi rachunkiem
macierzowym lub omowionymi regutami sktadania opgrasymetrii i tabelami mnzenia
grupowego mgna wprowadz wszystkie te grupy. Aby tego doka@nanusimy jeszcze okské
zatazenia, ktére dotychczas byty prztg¢ milcaco. Dotyca one regut wyboru osi uktadu i
pocztku uktadu wspétrgdnych.

Przypomnijmy, ze odpowiadajce przeksztalceniom elementy symetrii to zbiory Kiow
niezmienniczych danego przeksztalcenia. Zaktadaraywszystkie elementy symetrii zawieraj
punkt 000 (pocatek uktadu wspotrgdnych). Oznacza toze jesli w przestrzeni dziata grupa
punktowa symetrii ztbona z kilku dozwolonych symetrii, to odpowiagtsg im elementy symetrii
przechodz przez pocatek uktadu wspétradnych. Za pocgek uktadu wspotrdnych przyjmuje
si¢ jeden z punktéw niezmienniczych wszystkich symetridanej grupie. Poniewaw grupach
zawierajcych symeti srodka, ptaszczyzny symetrii i osie obrotu (zwykli@wersyjne) istnieje co
najmniej jeden taki punkt, grupy te majazwe grup punktowych. Jako osie XYZ ukladu wybiera
sie najpierw proste rownolegte do osi obrotu.$liJgch jest za mato, na osie uktadu wybiera si
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proste prostopadte do ptaszczyzn symetrii, #i je tego nie mana wykon&, wybiera st
wyrozniajace st (najdtwzsze) krawdzie krysztatu.

Ponizej naRys. 5.1 pokazany jest spos6b wyprowadzenia wszystkich 8@ gunktowych
symetrii.  Procedura polega na rozemiu osi obrotu dozwolonych w periodycznej sieci
krystalicznej, oraz ich atzeniu z symetriamisrodka, osi L prostopadtych, ptaszczyzn P
rownolegtych lub prostopadtych do osi gtéwnej.

A n/m “nm nf2 Am n/mm nn lub An

R
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3

(2512 (2/m=1m) {mm2=1/mm) 23
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00006
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Na Rys. 5.1zastosowano symbole graficzne elementow symeikiet jak wprowadzone na
Wyktadzie 3. Osie obrotu opisang sdpowiednimi wieloktami foremnymi. Kada z komérek
rysunku zawiera rzut elementéw symetrii grup pumkich oraz symbol mgdzynarodowy.
Wprowadzenie elementéw i zasad symboligditie przedmiotem kolejnego wyktadu. Jednak dla
zrozumienia rysunku wprowadzamy elementy zestawionetabeli pontej. W symbolice
migdzynarodowej symbolem osi, ljest liczba n oznaczga krotnd¢ osi obrotu. Symbolem osi
inwersyjnej jestn, a symbolem ptaszczyzny symetrii jest litera m.

Wprowadzimy te dwa pogcia. Potaenie szczegolne — punkidacy punktem niezmienniczym

jakiejs symetrii w grupie, czyli nalacy do jakiegé elementu symetrii. Patenie ogdlne — punkt
poza elementem symetrii, aawiwykazujcy tylko symetre tozsamaciowa.
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6. Grupy punktowe symetrii. Stosowana symbolika.

Zbiory elementow symetrii twosgze grupy przemienne nazywamy grupami punktowymi
(klasami). Grupy punktowe opigsusymetre skaiczonej przestrzeni - ggteczek lub komorki
elementarnej. W przestrzeni ®ystkpuja 32 grupy punktowe symetrii. Postuggijsi rachunkiem
macierzowym lub omowionymi regutami skladania opgrasymetrii i tabelami mngenia
grupowego mana wprowadzi wszystkie te grupy. Kala z grup punktowych symetrii ma swoj
symbol.

Najprostsza jest symbolika Grota. Jest to listayatkich symetrii dziatacych w danej grupie.
Postuguje s ona symbolami k.i Ly dla osi obrotu, P dla ptaszczyzn symetrii, Cqtadka i E dla
tozsamgci.

Symbolika m¢dzynarodowa Hermanna-Mauguina stosowana jest watoggafii. Jej zalet
jest tatwa@d¢ opisania grup symetrii zawiesgych uogolnione symetrie (pmizone z translag),
ktore wystpuja w grupach przestrzennych symetrii. W symbolicednynarodowej symbolem osi
L, jest liczba n oznaczgja krotngé osi obrotu. Symbolem osi inwersyjnej jast a symbolem
ptaszczyzny symetrii jest litera m. Symbolg wielomiejscowe, przy czym kde miejsce w
symbolu opisuje symetrijednego kierunku lub kilku kierunkoéw rownoweych. Jéli 0os obrotu i
ptaszczyzna symetrii do niej prostopadta opissymetrg tego samego kierunku, zapisuje 8 na
jednym miejscudczac symbole kreskutamkows (lub ukanikiem).

Symbol Grotha S. nadzynarodowy
Tozsamac¢ E Ly 1
Symetriasrodka C 1
Plaszczyzna P m
Os$ n-krotna L n
Os$ n-krotna inwersyjng e n

Symbolika m¢dzynarodowa stosowana jest w catlej literaturzetltggraficznej i chemicznej,
gdzie zawarteaswyniki bada strukturalnych krysztaldw. Dlatego wee jest poznanie zasad tej
symboliki. Kady uktad krystalograficzny ma swoiste regutgdzace t symbolika.

1. Uktad tréjskény. Parametry komorki elementarnej tgta£co oraz o#B#y. Ze wzgkdu na
dowolne wartéci katow, w tym ukfadzie brak elementow kierunkowych. oida natomiast
zrealizowa symetre tozsamdci lub srodka, czyli osi 1-krotnej inwersyjnej. Dlatego #iwe sa
tylko dwie grupy punktowe symetrii. Symbol jestij@miejscowy i informuje o braku lub istnieniu
symetriisrodka:

1; 1.

2. Uklad jednoskény: abo#co oraza=y=9¢° < f. Obok E i C ména wykona symetrg Lo|y, Py
lub obie, co zgodnie z rachunkiem macierzowym tijee symetrg srodka. Daje to trzy midiwe
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grupy punktowe. Symbol rulzynarodowy ma tylko jedno miejsce opigg symetr kierunku Y
[010]:
2, m, 2/m

3. Uktad rombowy - @bg#co oraza=p=y=90°. Kazdy z kierunkéw osi uktadu jest podobny do
jednoskénego kierunku Y — jest prostopadty do dwdéch pozgstaosi. Dlatego kady maze mig
symetre osi Ly lub By, Ze wzgédu ma maliwe réznice symetrii symbol jest trzymiejscowy —
opisuje kolejno symetrie kierunkéw [100], [010],0f]. Rachunek macierzowy wskazuje na trzy
mozliwe grupy punktowe o symbolach :

222, mm2 oraz 2/m2/m2/m.

Nalezy doda& komentarz. W grupie mm2X & wybiera s¢ réwnolegle do jedynej osi obrotu.
W trzeciej grupie mamy osie dwukrotne rownolegtekediadego kierunku X,Y,Z oraz prostopadte do
nich ptaszczyzny, co daje symetérodka. Zgodnie z regaisktadania osi obrotu z ptaszczyznami
rownolegtymi, do utworzenia tej grupy wystagdzzy wzajemnie prostopadie ptaszczyzny symetrii.
Dlatego w literaturze stosujeggsymbol skrocony mmm.

4. Uklad tetragonalny: a#Az; a=p=y=9(¢°. Zgodnie z nazwuktadu, mae wystpi¢ symetria osi
czterokrotnej. Ksztalt komorki elementarnej wskazma mdaliwa symetre osi Ly lub Ly
rownolegle do osi Z ukiadu, kierunki osi X i Y mpguie¢ symetré osi Ly lub ptaszczyzn do nich

prostopadtych. Jednak reguty sktadania wskazgj osi Lo, lub ptaszczyzn | musi by tyle, jak
krotnas¢ osi, czyli cztery. Dlatego symbol @uizynarodowy ma trzy miejsca opigcg symetrg
kierunkéw Z, X,Y, oraz [110] i110]. Nalery zauwayé¢, ze osie X i Y § wigzane obrotem o 90
wokot osi z, podobnie jak kierunki [110] 110]. Dlatego te pary kierunkow zaviane symetsi sa
opisane na tym samym miejscu symbolu. Roamgée maliwych grup prowadzi do gciu grup
punktowych budowanych na osi:loraz dwdch grup zawietgjych & inwersyjm

4; 4/m; 422; 4mm; 4/m2/m2/m4; 42m
Symbol skrécony dla grupy 4/m2/m2/m to 4/mmm.

5. Uktad regularny: a=b=a=p=y=90". Kazdy z kierunkéw osi jest analogiczny do tetragongine
Kierunku Z i mae mig symetrg osi Ly. Ze wzgédu na identyczni osi X,Y,Z zawsze wysgpuja 4
osie Lg na kierunkach przeknych przestrzennych komérki (cztery kierunki : 111 rownowane).
Dodatkowo do kadego kierunku osi X,Y,Z musimy rozpatizy kierunki prostopadie tak jak w
uktadzie tetragonalnym z milbowa symetry osi dwukrotnych lub ptaszczyzn. Ze wadll na
rownowane symetrycznie kierunki wkane wymienionymi osiami obrotu, symbol trzymiejsgo
opisuje symett kierunkow X,Y,Z, [111] i rownowznych oraz [110] i rbwnowanych. Mana to
opis& nastpujaco: pierwsze miejsce odpowiada symetrii kierunkéwawkdzi komorki
elementarnej (3x), drugie symetrii pragkych przestrzennych komorki (4x) a trzecie symetri
przekatnych medzy osiami X,Y,Z (6x). Maliwe grupy to

23; 2/m3; 432; 4/m32/m#A3m.
Symbole skrocone dla grup 2/m3 i 4/m32/m to m3 mm3

6. Uktad trygonalny z wyborem osi heksagonalnymz=b=p= 9¢° y=12¢ lub romboedrycznym
=b=c;a=p=y£90°. Nazwa sugeruje symetrosi trzykrotnej na kierunku przgikej przestrzennej
(romboedryczna komoérka) lub kierunku Z (heksagopalktad osi). Symbol jest dwumiejscowy.

Pierwsze miejsce opisuje symetkierunku Z drugie kierunkéw X,Y,U prostopadtycb &. W
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komoérce romboedrycznej odpowiednio pratelej oraz kierunkow do niej prostopadtych. Grupy
punktowe oparteasna symetrii osi k.lub Lg; :

3;32;3m;3; 32/m
Dla grupy 3 2/m stosuje sisymbol skréconyd m.

7. Ukiad heksagonalny: azb a=p= 9¢° y=12(°. W nazwie zawarta jest najugza symetria
osiowa — osi bk lub Ls. Zgodnie z geometyi komoérki elementarnej taka symetria o
charakteryzowa kierunek osi Z. Prostopadle do tej osi istpiggy kierunki odlegte od siebie o
120° i mogce mig& symetré osi dwukrotnej lub ptaszczyzny symetrii i wybrareeosie X,Y,U, oraz
jeszcze trzy na przetaych pomedzy nimi (reguty sktadania osi z osiami 2-krotnypnostopadtymi
lub ptaszczyznami réwnolegtymi). Dlatego symbditjgzymiejscowy. Analogicznie do symbolu w
ukitadzie tetragonalnym, pierwsze miejsce opisujaetyie kierunku Z, drugie symetriosi X,Y,U, a
trzecie symett przekgtnych medzy tymi osiami. Maliwe grupy punktowe symetrii:

6; 6/m; 622; 6mm; 6/m2/m2/m6; 62m
Dla grupy 6/m2/m2/m symbol skr6cony to 6/mmm.

W chemii teoretycznej oraz spektroskopii stosuje ssimbolike Schoenflisa. Podstawte]
symboliki @1 osie obrotu o najwiszej krotngci. Symbolika opiera sina zatgeniu,ze gtdwna
obrotu jest pionowa. Symbolem grupy zZoej z tasamdci i osi L, jest G, gdzie n w dolnym
indeksie oznacza kroté® osi obrotu. Dla osi inwersyjnej,Lsymbolem jest . Plaszczyzny
symetrii opisuje s dodaac w dolnym indeksie literopisupca potazenie ptaszczyzny wzgllem osi
gtéwnej. Ptaszczyznprostopadt do osi gtdwnej oznaczacsiitera h (horizonta), ptaszczyza
rownolegh litera v (vertical) lub d @iagona). Zespot osi symetrii L+ nlL, oznacza si symbolem
D,. Symbole specjalne dla grupy sedkiem symetrii i lub z ptaszczyzno G i Cs. Symbole dla
grup punktowych uktadu regularnego to T, Ty, O, Q, z tetraedrycznym lub oktaedrycznym
uktadem osi symetrii (odpowiednio T i O). Zestaweezasad symboliki pokazuje pasza tabela.

1. L, Cn
2. Lni Cai
3. L,+ n Lo Dn
4, Lo+ n A Chv
5. L, + P Con
6. Lo+ n Lo+ Potnh Dnn
7. P Cs
8. Lyi G
9. 3L+ 4Ls T
10. 3L+4l;+3P+C Th
11. 3Ly + 4L + 6L, @)
12. 3L +4l;+ 6L, 9P + C On
13. 3Ly + 4L5 + 6P Oy
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Symbolika m¢dzynarodowa, Grota i Schoenflisa dla wszystkichgB® punktowych symetrii
okreslonych w trojwymiarowej przestrzeni jest zestawiamaRys. 6.1 Jest on odpowiednikiem
Rys. 5.1z poprzedniego wyktadu.

| n i njm nm n/2 iim nfmm nn lub 7in
1 T m 23
L' C P; L3L3
C, C, G, B T ,
L' (o} (m=1/m) P 2=12 2/m=1m) (mm2 = 1/mm) 4L33L
2 2/m mm2 222 mmm m3
L3 L:C L2P, 122 L2L:c LiLiC
CZ CZ‘l 2v DI - D2h T;l
L2 Z=m) L*PC L22pP 3L? (42m) 3L%3PC 4L*3L*3PC
3 3 6 3m 32 3m 6m2 3m
L3 j 5o L}P, Lp, ¥ LEEC EIL3P; A A7
C3 CJ[ CIM CJ- D3 DSJ DJh 7“
e r’c L*P L3P L3317 L*3L*3PC L33L2%4P 3A4*4L36P
4 3 4/m 4mm 422 2m 4/mmm 432
L Ad L¥C LEP, 59 & AiL? L{LIC L3L$
C, Sa Can Cso D, D34 Dy o
L* A* L*PC L*4p L*4L? A*2L 2P L*4L*5PC 3L*4L36L?
6 6/m 6mm 622 6/mmm m3m
) A L¢C LEP, LSL? ESL5C LiL;C
Cs Cen Ceo Ds _ Dy O,
L® 6 =3/m) LSPC LS6P LS6L? (6m2) LS6L27PC 3L*4L36L*9PC
23) - (m3)
(432) (43m) (m3m)
Rys. 6.1

Poznanie zasad symboliki, w szczegétiosymboliki medzynarodowej stosowanej w
krystalografii, jest istotne dla zrozumienia liteny i danych strukturalnych zawartych w wielu
publikacjach lub w bazie danych strukturalnych Cadde Structural Database (CSD).

Nalezy zwroci uwag na fakt, ze w grupach punktowych wszystkie elementy symetrii
przechodz przez pocatek uktadu wspotradnych w punkcie 000. Rozway grug o symbolu 222.
Poniewa mamy trzy miejsca w symbolu i tylko osie dwukrgtsgmbol opisuje gruppunktows
uktadu rombowego. Jdk tak, to kolejne miejsca w symbolu opigigymetre kierunkéw X, Y i Z
ukladu krystalograficznego. Mboa okréli¢ ogo6lne wspohzdne punktow niezmienniczych
przeksztatlce. OS5 X odpowiada zbiorowi punktow {x00}, dla osi Y tdr punktéw {Oy0} a ¢ Z
to zbior {00z}. Kazdy punkt o wspétednych podanych powgj ma symetd osi dwukrotnej.
Istnieje jeden punkt spetnigy wszystkie wymienione warunki — to punkt 000. nTgunkt ma
zawsze najwisza dozwolor symetre w kazdej grupie punktowej — tutaj symetr222. Takie
potozenia w przestrzeni o symetrii danej grupy punktoolgjeslamy jako potaenia szczegolne, i
odpowiadaj one nietasamd@ciowe] symetrii w danej grupie. Jedno&zie dowolny punkt o
wspotrzdnych xyz nie ma takiej symetrii, a i ma tylko symety 1 (tazsamdciowa). Takie
potozenia nazywamy pof@niami ogélnymi.
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7. Grupy punktowe symetrii. Punkty rownosuvee symetrycznie.

Elementami grup punktowychs $rzeksztatcenia izometryczne, czyli zachawej odlegtéci:
osie obrotu, ptaszczyznyrodek symetrii i tasamd¢. Operacje odpowiadgje tym elementom
opisuje s¢ macierzami o wymiarze 3x3. Taki opis przeksztatlstosuje i do obliczenia
wspotrzdnych punktéw rownowanych symetrycznie (zwkanych symets) zgodnie z réwnaniem:

sl1 s12 s13) (x X
S21 S22 S23||y|=|VY
s31 s32 s33) |\ z z

W tym miejscu nalgy przypomnié, ze operacje symetrii dziatgje w krysztale mma
rozpoznd analizujc morfologk czyli zewretrzny pokréj krysztatéw (Rys. 3.1 Wyktad 3$ciany
krysztatow zwiazane symetsi (izometra) map identyczny ksztatt i wielk&. Przyjrzyjmy s¢ temu
stwierdzeniu. Plaszczyzna (hkl) definiowana jespmestrzeni przez trzy punkty przega osi
uktadu: H[a/h,0,0], K[0,kyk,0] i L[0,0,c/l] lub réwnowanie przez wektoH[h,k,[]. Symetria S
przeksztatca te punkty w inne, rownowwa symetrycznie zgodnie z zatescia : H'[h’,K',I'1=SH

St Stz Siz
h'=|s, | H k=1s, | H I'=|s,;|H
Sy S, Si3

Rachunek pozwalagy wyliczy¢ wskaniki w symbolu Millera ptaszczyznygbacej obrazem
(hkl) przedstawiono na przyktadzie posi.

0 -1 0
Sciana (hkl) maciane rownowana w przeksztatceniudljz [1 0 0
0O 0 1

h'=0h + 1k + Ol = k
k'=-1h+ 0k + 0l =-h
| =0h + 0Ok + 1l =l

Sciany (hkl) (k,-h,l) 8 zwiazane symets, rownowane symetrycznie - méwimy,e naléa do
jednej postaci. W krystalografii definiujecspost& jako zbiér ptaszczyzns€ian) zwhzanych
wszystkimi symetriami w danej grupie symetrii.

W konsekwencji mana zapisarownanie w postaci znacznie upraszgeej rachunki:
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s11 <12 <€13) (h h
s21 s22 s23| | h|=|k'
s31 s32 s33) (| I

Ta sama macierz osi obrotuaise ptaszczyzny (hkl) i (k,-h,l) albo atomy (punkiyy,z i y,-x,z.
J&ili cofniemy sk doRys. 5.1 to przekonamy gj ze w wielu grupach mamy liczne przeksztatcenia
generujce punkty lubsciany rownowane symetrycznie. Powstaje pytanie, ile takich powkjest
w kazdej z grup punktowych.

Aby na to odpowiedziemusimy przyjrzé si¢ liczbie punktow rownowanych symetrycznie dla
pojedynczych symetrii. Parej zestawione s dane dla symetrii wygpujacych w grupach
punktowych. Liczba punktow réwnowaych symetrycznie (Iprs) uwzglnia punkt xyz i wszystkie
jego obrazy w danym przeksztatceniu.

1. Tasamdée E(X,y,2) = (X,Y,2)

Liczba punktéw rownowanych symetrycznie: 1
2. Symetrigrodka C(X,y,z) = (-X,-Y,-2)

Liczba punktéw rownowaych symetrycznie: 2
3. Symetria osi dwukrotnej np. fkog) (X,Y,2) = (X,-Y,-2)

Liczba punktow rownowanych symetrycznie: 2

4. Symetria ptaszczyzny np. a&) (X,y,z) = (-X,Y,2)

Liczba punktow réownowanych symetrycznie: 2
5. Osie obrotu n-krotne
(L)’=E Liczba punktow réwnowaych symetrycznie: 2
(Ls)®=E Liczba punktéw réwnowaych symetrycznie: 3
(L)*=E Liczba punktéw réwnoviaych symetrycznie: 4
(Le®=E Liczba punktow réwnowaych symetrycznie: 6
6. Osie inwersyjne to zéenie osie symetriidrodka symetrii
L;i=C Liczba punktéw rownowaych symetrycznie: 2
Li=P Liczba punktéw rownowaych symetrycznie: 2
Lsi = LsC  Liczba punktéw rownowanych symetrycznie: 6
L Liczba punktow rownowanych symetrycznie: 4
Lei =L3P Liczba punktéw réwnowaych symetrycznie: 6

Znajac dziatanie pojedynczych operacji symetrii Zzna podda analizie poszczegdélne grupy
punktowe. Wemy grug; 2 (G). Jedym izometra nietazsamaciowa jest symetria osi4, a ta ma 2
punkty rownowane symetrycznie. Jednak dodanie innych przekshtdtomplikuje obraz. W
grupie 2/m (Gp) mamy @& L, [010], C oraz ptaszczyzrP(010) prostopaadido osi.

Ztozenie elementdéw symetrii zgksza liczle punktow réwnowanych symetrycznie. Zgodnie z

regutami sktadania:1* C =P albo P*C =4 albo L, * P = C. Poszukajmy wszystkich punktéw
rownowanych symetrycznie do punktu xyz. Zahesci pokazanesgna schemacie pata).
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XY,z - C - -X-Yy,-Z

| l
L2 P L2
l l

XY,-Z - C - X,-y,z

Przeksztalcenie w wierszach odpowiada obrazom punkiw symetrii srodka C.
Przeksztalcenie w kolumnach to symetria osi 2-lgptiNatomiast punkty pokone na przeknej s
wiagzane wzajemnie symedrptaszczyzny. Jednak punktéw rownawgch symetrycznie jest tylko
4 a nie 8, co mma by podejrzew@liczac iloczyn liczby punktow wazanych kada symetry w
omawianej grupie 2/m. Dlaczego tak jest? Pierwsgata sktadania symetrii przytoczona paejy
mowi, ze obecné¢ dwdoch spérdd trzech przeksztathedaje trzeai symetre. Dlatego tylko dwa
przeksztalcenia asniezalene, a trzecie jest rezultatemctnego dziatania dwoch poprzednich.
Liczbe punktéw rownowanych symetrycznie mma obliczy jako iloczyn odpowiednich liczb dla
pojedynczych przeksztalteniezalenych w danej grupie symetrii, a przeksztalceniazaligne
okresla rachunek macierzowy lub reguty sktadania. W wiaaej grupie liczba punktéw

lprs =2 x 2 =4.

Definiuje skt cze$¢ asymetrycza przestrzeni jako odwrotdeé liczby punktéw réwnowznych
symetrycznie. Dla przytoczonej grupy punktowejsézasymetryczna przestrzeni wynosi 1/4.

W grupie 422 mamy:$L4[001] z czterema punktami rownosg/mi symetrycznie, oraz 4 osie
L, — kazda po 2 punkty réownowae symetrycznie. Jednak liczba punktow rownowah
symetrycznie, zgodnie z drygeguh skiadania (e L, = 4ly)to:lprs=4x2=8

W grupie 4/m 3 2/m uktadu regularnego mamy 34 Lz, 6 Ly, 9P i C. Jednak zgodnie z
regutami skladania osi obrotu, ptaszczyzn réwnglggtdo nich isrodka symetrii, elementami
niezalenymi jest jedna ©4-krotna, jedna ©3-krotna, jedna ©2-krotna isrodek symetrii. Dlatego
zgodnie z rachunkiem jest 48 punktow rownemyech symetrycznie.

lprs=4x3x2x2=48

Trzeba podkrdi¢, ze tak obliczamy liczb punktéw w potaeniu ogolnym. Dla potleen
szczeglOlnych w danej grupie symetrii istaigymetrie przeksztatcgie punkt w ten sam punkt.
Punkt w potageniu szczegblnym, jako nakgy do elementu symetrii, jest niezmienniczy w
odpowiadajcym przeksztalceniu. Dlatego w takim przypadkwhz punktow réwnowanych
symetrycznie jest mniejsza od liczby Iprs o czyrmuwkazany z danym elementem symetrii. Np. dla
grupy 422 i punkty potmnego na osi 4-krotnej, liczba punktow perdanych symetsito 4 x 2/ 4 =
2. Dla punktu potgonego na osi 4w omawianej grupie 4/m 3 2/m to 4 x 3 x 2 x 24 36.

Podsumujmy wisciwosci grup punktowych.

1. Grupy punktowe opisalj symetre skaiczonej przestrzeni: gsteczek lub pojedynczej
komorki elementarnej.
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2. Symetrie wzgldem punktu, prostej i ptaszczyzny wraz z dzialangmmpowym spetniaj
warunki (wykonalnéc, tacznai¢, element neutralny, element przeciwny)adagrupy przemienne

3. Wszystkie elementy symetrii przecip@jc co najmniej w jednym punkcie, co oznacza
istnieje co najmniej jeden punkt niezmienniczy watkich symetrii w danej grupie punktowej
(punkt i jego obrazssidentyczne)

4. Jeden ze wspolnych punktow niezmienniczych stkmgh symetrii w grupie definiuje
pocatek uktadu 0,0,0. W grupach centrosymetrycznyctegiek uktadu pokrywa size srodkiem
symetrii

5. Potaenia szczegodlne - punkty nziee do elementu symetrii odpowiagizggo operacji w
danej grupie - punkty niezmiennicze.

6. Potaenie ogdlne - punkty nieasniezmiennicze wadnej izometrii w danej grupie - naaj
symetrg C;.

7. Punkty rownowane symetrycznie to punkt xyz oraz jego obrazy weystkich symetriach.

8. Do opisu struktury potrzebny opis¢éa asymetrycznej (jednéciana w postaci {hkl} w
danej grupie punktowej lub atomy deg¢ jako obraz wszystkie pozostate) oraz przeksatédcw
danej grupie wraz z ich macierzowymi operatorami.

9. Liczba punktéw rownowaych symetrycznie jest obliczana jako iloczyn ligziunktéw
wiazanych pojedynczymi przeksztatceniami niezajeni w danej grupie, geneagymi pozostate
symetrie zgodnie z regutami skladania.

Zrozumienie zasad gdzacych grupami symetrii, w tym nibwych potazen szczegdinych,
pozwala na wnioskowanie o mwvej budowie casteczek. Symetria ggteczki odpowiada symetrii
grupy punktowej, w tym kalej podgrupy grup punktowych. Przeanalizujmy kitkayktadow.

Kompleks [NiCl, (NH3),;] ma symetrie 1.

W tej grupie dziata symetri&rodka z dwoma punktami réwnow@gymi symetrycznie. 3é
znamy ob¢tos¢ komorki elementarnej, to pomiaesicsci d pozwala wyliczy liczbe czasteczek w
komoérce. @stas¢ definiujemy jako iloraz masy i offpsci, a masa zaky od masy casteczkowej
zwiazku M oraz liczby cgsteczek w komérce elementarnej Z:

m _ 1.6604&ZM 1.6604M
d=— =—"—"——"— = Z="-—
Y, Vv dv

Liczba 1.6604 jest rownowaikiem gramowym jednostki masy gsteczkowej, jdi objetosé
komorki elementarnej wyrazimy w A jednostkach dopuszczonych do stosowania w litezet
naukowej, ché spoza ukfadu SI. Memy rozway¢ kilka przypadkdw obliczonej wartoi Z:

Z=1 Symetria czsteczkil z jonem Ni w punkcie 0,0,0 bo jest to jedyny joiviNczasteczce.
Musi zatem by w punkcie niezmienniczym symetrirodka. Symetria esteczki mae by
spetniona tylko dla izomeru trans z architektptaskokwadratow sfery koordynacyjnej. Symetria
srodka wyklucza kompleksy o geometrii tetraedryczrieplery doda&, ze przy takiej symetrii
czasteczki oba wizania Ni-Cl maj jednakovy dtugai¢, a kat CI-Ni-Cl ma wartd¢ 18F°. To samo
dotyczy whzan Ni-N(imidazol).
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Z=2 Symetria cgsteczki 1. Wszystkie atomy, w tym Ni zajraupotazenie ogolne, st
budowa czsteczki jest dowolna.

Je&li obliczona warté¢ Z wyniesie 4, to w ggci asymetrycznej mamy 2 gzteczki kompleksu.
Inne wartdci Z to kombinacja cisteczek o symetriirodka i symetrii tasamdaciowe).

Krysztat difluorometanu CH ,F, ma symetrig 2.

Jest to jednoskma grupa symetrii z jednosh L,, wiec mamy 2 punkty rownowae
symetrycznie. Z pomiarwggtasci obliczamy Z=2 lub Z=1. Symetria gsteczki:

Z = 2. Symetria L— jest to potaenie ogolne

Z = 1. Symetria osi 4 Poniewa mamy tylko jeden atom ggla, musi on b§ w punkcie
niezmienniczym czyli na osi dwukrotnej. Poniewa uktadzie jednoskmym & L, ma kierunek
[010] i przechodzi przez pogiek uktadu wspotranych, to atom wgla ma wspotedne 0y0. @
obrotu przechodzi na dwusiecznejdw H-C-H i F-C-F

Rozwamy bardziej ziagony przykiad. Krysztat zawierajacy czasteczki wody krystalizuje w
grupie mmm. Jaka jest budowa cgsteczki?

W grupie rombowej mmm, ktorej petny symbol ealeynarodowy to 2/m 2/m 2/m, mamy
nastpujace symetrie : 34, 3P, C. Jak w Kale] grupie punktowej elementy symetrii przecinsig
w jednym punkcie, ktéry jest pogtkiem uktadu wspotradnych Rys. 7.).

W tej grupie mamy kilka polan szczegodlnych oraz poatenie ogdlne. Maiwe potozenia
odpowiadajce kolejnym punktom na rysunku charakteryzig¢ rozna symetri :

- Punkt 1: casteczka ley wokot punktu 0,0,0. Taka ggteczka ma symetrimmm. Rachunek
macierzowy wykae, ze kada symetria przeksztatca ten punkt w niego samégmnacza toze w
rozwazanej grupie liczba punktow (ggteczek) o symetrii mmm w komérce elementarnej Z=1.

- Punkty 2: casteczka ley na jednej z osi dwukrotnych. Takie pzémie oznacza jednak
symetre mm2, gdy czsteczka musi jednocg@e wykazé& symetrg dwoch prostopaditych
ptaszczyzn przecinggych st wzdlwz L,. Polaenie szczegllne o takiej symetrii odpowiada
wspotrzdnym x00, 0yO lub 00z. Mma wykazad, ze dla kadej z tych maliwosci liczba punktéw
rownowanych symetrycznie w grupie mmm wynosi Z=2.

- Punkty 3: potaenie szczegodlne na ptaszczyznach symetrii, pozambdi,,. Odpowiada to
wspotrzdnym Oyz (FPI1X), x0z (F1Y) lub xy0 (FJZ). Symetria punktu to m, i tylko dla tego
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przeksztalcenia jest to punkt niezmienniczy. Dkdej z tych maliwosci liczba punktow
rownowanych symetrycznie wynosi Z=4

- Punkt 4: to poteenie ogolne, bez lokalnej symetrii, czyli odpowiada symetrii L. Liczba
punktow o takiej symetrii w grupie mmm Z=8.

Liczba punktow réwnowaych symetrycznie (w pofeniu ogolnym) mee by wyliczona jako
iloczyn Iprs dla symetrii niezataych. Tu g to trzy spérod siedmiu { 3L2, 3P, C }. Dlatego lprs =
2 x 2 x 2 = 8. C&c¢ niezalena symetrycznie przestrzeni jest definiowana priezalene elementy
symetrii i obliczana jako odwrot&é liczby punktow réwnowanych symetrycznie. Pomiaggfosci
krysztatu pozwoli oblicz§ liczbe czasteczek w komorce elementarnejatay=8, Z=4, Z=2 lub Z=1.
Jakie to ma konsekwencje dla #liwej symetrii casteczki wody?

Z=8. Cuasteczka ley w potazeniu ogoélnym — nie znamy jej pdienia, a cgsteczka nie ma
symetrii nietasamdgciowej. (Punkt Rys. 7.1

Z=4, Casteczka w potzeniu szczegdlnym. lloraz Z/lprs = 4/8 daje potavzasteczki w czsci
asymetrycznej. Spodd omdéwionych maiwosci w grupie mmm, cxsteczka mpe wykaza tylko
symetre m. Std wspotrzdne atomu atom O[0,y,z] lub O[x,0,z] lub O[x,y,Bunkt 3Rys. 7.J.
Potazenie casteczki wzgtdem ptaszczyzny me by dwojakie. Pierwsze: atomygsteczki lea w
ptaszczynie, dlatego kady z nich jest niezmienniczy w tym przeksztatceniblie mazadnej
symetrii whzacej potazenia dwoch atomow wodoru, aziania O-H § rozne. Drugie: ptaszczyzna P
jest prostopadta do ptaszczyzny definiowanej prasemy casteczki wody i przechodzi przez
dwusiecza kata migdzy wiazaniami O-H. Polzenie atomu O odpowiada punktowi
niezmienniczemu dla symetrii ptaszczyzny. Jednaktdny wodoru muszby¢ wiazane symets
ptaszczyzny, co powodujee wiazania O-H § jednakowe. Rodzi sipytanie, czy obie dyskutowane
ptaszczyzny symetrii magwystapic¢ jednoczénie? To widnie punkt nasgpny.

Z=2. Polaenie szczegdlne z symetdwoch prostopadtych ptaszczyzn, ktérychzelie daje
tez symetrg osi L, - symetria mm2. Atom tlenu ma wspd@dne O[x,0,0] lub O[0,y,0] lub O[0,0,z],
I jest niezmienniczy w kalym z tych przeksztatée Jednak atomy wodoru Ze tylko na
ptaszczynie P zgodnej z ptaszczyzmefiniowara przez 3 atomy esteczki. Ich wspotrne g
wiazane pozostatymi symetriami w podgrupie np. H1 [0y42 [0,-y,z].

Z=1. Polaenie szczegollne wokoét punktu 000 - symetria mmmwjee takze symetriasrodka.
W czasteczce jest jeden atom tlenugavbytoby maliwe O[0,0,0]. Jednakdt walencyjny H-O-H
jest ré&ny od 180 a to wyklucza maiwosé symetriisrodka dla cgsteczki wody. Takie pol@nie
jest niemaliwe, chyba,ze wystpuje nieuporzdkowanie statystyczne paienia casteczki.

Takiej analizie mana podda kazda grupe symetrii. Jéli iloraz Z/lprs wynosi 1 lub jest inn
liczba naturallm, mamy potaenie ogdlne cgsteczki. Nie mena zatem poda wspoétrzdnych
atomow ani symetrii esteczki w badanym krysztale. sligpomiar gestasci krysztatu da liczl Z
mniejsz od Iprs, to oznacza patenie szczegodlne, a yd symetre wkasm czasteczki. Wtedy mag
mozliwe symetrie dla polgen szczegblnych mina policzy atomy danego pierwiastka i roziya,
czy musz by¢ punktami niezmienniczymi symetrii, jak w omowiotyprzyktadach, czy me s
wiagzane symetriami jak atomy wasteczce benzenu przy symetrii L
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8. Translacyjne elementy symetrii. Grupy przesire.

Symetrie wchodace w skiad grup punktowych opisywéaiy macierzowym operatorem 3x3:

X Si S Ss X
X =S¢ X Y{=|S1 S» Ss|*|Y
z Sii S Sy z

Rzeczywiste krysztatyasobiektami o budowie periodycznej, z translacyjmisvielary, komorky
elementara. Dlatego opis rozktadu materii w catym krysztalgmaga uwzgidnienia translacji.
Jeden rodzaj to translacje sieciowe centrlj komork elementara i zwiazane z nimi grupy
translacyjne Bravais (Wyklad 2). aSakze inne translacje zwzane z translacyjnymi elementami
symetrii, ktore g uogolnieniem elementéw symetrii opisanych popriamdiranslacyjne elementy
symetrii odpowiadaj przeksztatceniom zimnym z symetrii i translacji o wektor utamkowy
rownolegly do elementu symetrii. Wymdia sk dwa rodzaje translacyjnych elementow symetrii —
osiesrubowe i ptaszczyzny z glizgiem.

Macierzowe operatory takich symetrii (przeksztajoe grupach przestrzennych oma zapisé
jako zt@zenie dziatania symetrii S i translacji T:

X Si1 S2 S X t,
X'=SeX+T Y =|Sn S» Ss|* Y|+t
z S;i S; Sy z t,

Dla wygody mnaenia operatoréw i tworzenia grup symetrii lepiejstjeopisé takie
przeksztalcenie przy pomocy macierzy S’ o wymiadzd. Blok 3x3 opisuje dziatanie zwyktej
symetrii, ostatnia kolumna zawiera sktadowe wektoaaslacji, a macierz uzupetnia czwarty wiersz,
aby uzyské macierz kwadratowodpowiadaj translacyjnym elementom symetrii:

Su Sp Ss
X'=S'e X S'= S S Sp ty
Sy S» Ss b
0O 0 0 1

X

Z definicji, dla translacyjnych elementow symetiiektory translacji & réwnolegte do
elementéw symetrii dmlacych skladowymi przeksztatcenia. Dlatego nie raawsk translacyjnego
odpowiednikarodka symetrii, bo nie mmma méwe o translacji rownolegtej do punktu.

Wprowadmy symbolilkc miedzynarodow stosowan do translacyjnych elementéw symetrii i
odpowiadajcych im przeksztatde Translacyjnymi odpowiednikami osi obroty &1 osiesrubowe.
Osiesrubowe o symbolu fdefiniuje si jako zlazenie obrotu o & 360/n i translacji o wektor m/n
jednostkowej translacji wzdiosi obrotu zawartej w dolnym indeksie symbolu osi.
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Przyktadowo symbol osisf01] oznacza obrét o 80pokczony z translagjo 5/6 ¢. W
uktadzie jednoskimym o o symbolu 2 oznacza obrét o 18@vokot osi Y i translag o wektor /2.
Jesli w uktadzie regularnym opiszemy 8,[111] to oznacza obrét o 128przzony z translagj o
1/3(a + b + @). Taka translacja wynika z faktie jednostkowe przesuie to wektor 4czacy
najblizsze sobie punkty na przghej przestrzennej komérki elementarnej czyli 0OQd1. Naley
zauwayc¢, ze m jest liczh naturalm o wartégci od 1 do n-1. J m=0 to z symety S sprzga sé
translacja o wektor zerowy, czyli przeksztalcemist jzwykh symetry osiows. Jéli m=n to mamy
przesungcie o wektor jednostkowej translacji a ewi do rOwnowanego punktu w gsiedniej
komorce elementarnej, co w konsekwencji oznaczaeta#iziatanie zwyklej osi obrotu w
periodycznej sieci krystalicznej.

Ptaszczyzny z pizgiem opisuje si symbolami literowymi. Ptaszczyzny typu a, b i ¢ to
pofaczenie symetrii ptaszczyznowej z translacjami oteel/2, b/2 i c/2 rownolegty do ptaszczyzny
symetrii. Pfaszczyzny o symbolu n to gr#enie symetrii ptaszczyznowej z translacjami o teek
(at+b)/2, (b+c)/2, (a+c)/2 lub (at+b+c)/2. Plaszemyal to podczenie symetrii ptaszczyznowej z
translacjami o wektor (a+b)/4, (b+c)/4 i (a+c)/&zasem (a+b+c)/4.

Przyjrzyjmy st dziataniu osisrubowych. NaRys. 8.1poréwnane jest dziatanie osi 2 4. 2W
przypadku osi 2 obrét punkty a 180 generuje obraz,aktéry po kolejnym obrocie daje.aDwa
wymienione punkty  punktami rownowznymi symetrycznie. Wygpowanie w sieci krystalicznej
jednostkowej translacji daje w kolejnych komorkach elementarnych obragpaey punktow (ai
a, & | &) takze wiazane symetsi osi 2-krotnej. Z kolei przeanalizujmy dziatanigl @. Obrazem
punktu a jest punkt atworzony po obrocie i translacji o 1/2 Z kolei jego obraz to punki,a
przesungty o t/2 wzgkdem a i o wektor t wzgledem a. Takie przeksztalcenie jest
przeksztalceniem otwartym — nie otrzymamy punkiujako obrazu tego punktu po kolejnych
przeksztalceniach asi2;. Przyczya jest niezerowa translacja spgajaca st z osi obrotu.
Kolejnym wnioskiem z dziatania takich symetrii jestorzenie dodatkowych warstw punktow
(czasteczek) o wspétezinych 0, 1/2, 1/, 3/2 itd. w poréwnaniu z warstwamwspotrzdnych 0, 1, 2
itd. dla zwykitej osi obrotu. Naky zauway¢, ze dla obu osi 2 i Znie jest wany kierunek obrotu.
Zarowno obrot zgodnie Zeuba prawosketna, jak i przeciwny daj identyczny rozktad materii.

2 % 3 3
- a @
Gg gs O— 95 %—/O -4\ 4
: 2 /S ?j
513 R “Qor
a, ? @ ( NGN ;%r
O\—___—::;;’ ¢ < L. @ a |
a, a t L a, %%9 o O/l‘ﬁ
O_“_O =224 _::O a, B i
Rys. 8.1
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Jest jeszcze jedna istotnazmica pomédzy tymi przeksztatceniami. Rozwray macierze
opisupce oba przeksztatcenia, wybiar@jkierunek [010] osi obrotu. Zathy tez, ze obie osie
przechodz przez pocatek uktadu wspotradnych.

-10 0 O -10 0 O

1 0 O 1 0 1/2

2[010] 0 -1 0 oraz 2[010] 0 -1 0
0 0 0 1 0O 0 0 1

Proste obliczenie pozwoli znate wspotrzdne obrazu punktu xyz w obu przeksztatceniach.
Beda to punkty —x,y,-z oraz —x,%+y,-z. Wykonajmy obkkania dla punktu OyO igcego na osi
obrotu. Jego obrazem w symetrii 2 jest ten sankipunjest on niezmienniczy w tej symetrii.
Obliczenia dla osi 2dap wspotrzdne obrazu 0,1/2+y,0. Taki wynik rmma uogoélné na wszystkie
osie srubowe — takie symetrie nie mapunktéw niezmienniczych, nawetsjepunkty leza na osi
obrotu. W konsekwencji osi@ubowe nie mog pisywa symetrii casteczek.

Rozwamy osie na bazie 4 pokazane naRys. 8.2 Zwykla & 3-krotna ma trzy punkty
rownowane symetrycznie w danej komoérce, twge warstw analogicznie do omawianej osi 2,
za$ kolejne przesurte o jednostkow translact t lub jej catkowity wielokrotnag¢. Z kolei ¢ 3; z
zaznaczonym kierunkiem obrotnuby prawoskgtnej tworzy 3 warstwy punktow réwnowaych
symetrycznie w danej komorce, o wspeétiaej z, 1/3+z oraz 2/3+z. Kolejne rownowma potaenia
odpowiadaj przesungciom catkowity wielokrotnag¢ translacjit. Prawosk¢tna G 3, daje warstwy o
wspohrzdnej z, 2/3+z, 4/3+z itd. Poniewav sieci krystalicznej dziatajtranslacje jednostkowie
ten ostatni punkt ma translacyjny odpowiednik o d¥sgdnej z+4/3-3/3 czyli 1/3+z. Uwaa
analiza rysunku wykazujee w ten sposob otrzymujemy lewostke o$ 3;, bo rozklad materii jest
identyczny z prawosktna osh 3,. Dlatego przyto opisywa& symetrie stosdp tylko osie
prawosketne. Drugi wniosek— osie prawostma 3 i lewosketna 3 (czyli prawoskeétna 3) s
enancjomerami. Parenancjomerycznych osrubowych tworz osie i, oraz i, Dlatego takie
paryto 313, 4143 6,165, 6,1 64. Osie 2, 4 i 63 3 enancjomerami samych siebie - dla tych osi
kierunek obrotu nie jest istotny, bo opisywany #adkmaterii bytby identyczny.

Podobnie ptaszczyzny z gizgiem nie maj punktéw niezmienniczych i nie mggpisywa
symetrii casteczek. Poréwnanie zbioru punktéw réwnemygch symetryczne dla ptaszczyzny m
oraz dla ptaszczyzny z gazgiem [Rys. 8.3 wykazuje dla tej ostatniej tworzenie dodatkowych
warstw weztow odlegtych o t/2.
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Wystepowanie ptaszczyzn z plizgiem o ré@&nych potaeniach ilustrujeRys. 8.4 Jdli
rozwazy¢ ptaszczyzny z pdizgiem prostopadie do osi XYZ uktadu, to ogranmizen jest wymaog
rownolegtdci translacji do ptaszczyzny symetrii. Plaszczyznpaglizgiem prostopadta do osi X
uktadu ma symbol (100). Zgodnie z definicwektor translacji musi lyto tej ptaszczyzny
rownolegty, a wéc musi mi€ utamkowe sktadowe réwnolegte do osi Y i Z. Dlategazliwe jest

wystepowanie ptaszczyzn typu b, c,ﬂgf() oraz d (*?). Dla ptaszczyzn o orientacji (010) czyli

prostopadtych do osi Y mibwe 53 ptaszczyzny a, c, ﬁ?) oraz d @). Analogicznie rozwzenie
ptaszczyzny (001) wyklucza sktadewtranslacji dajc ptaszczyzny a, b, ni d.

Mozna utworzy grupy przestrzenne zawiegeg takie uogoélnione symetrie. Staguywszystkie
warunki okrglone definich grup przemiennych i rachunek macierzowy (lub rggsktadania)
maozna otrzyma petny zbior symetrii tworych grug. Reguly skladania symetria sakie same,
jak dla grup punktowych. Tak liczba punktow réwnowaych symetrycznie dla symetrii
translacyjnych jest identyczna jak dla odpowiedrsgimetrii zwyktych.

Symbol medzynarodowy grup przestrzennych sktadazsiwoch elementéw: symbolu komorki
Bravais oraz symetrii zwyktych lub translacyjnyciReguty radzace symbolily migdzynarodow
grup przestrzennychastakie same jak dla grup punktowych. Liezpunktow réwnowanych
symetrycznie dla grup przestrzennych liczymy podehak dla grup punktowych, uwzglniajac
niezalene symetrie. Jednak trzeba uwelylic tez mnaznik wynikajacy z liczby punktow
rownowanych translacyjnie w danej grupie translacyjnejVia. Dla sieci P, A(B,C) | oraz F
wynosi on 1, 2, 2i 4, i jest rowny liczbiegsddéw w komorce danego typu. Dwa przyktady pozwol
Zilustrowa dziatanie grup przestrzennych.

Mamy grug przestrzenp o symbolu PZc. Symbol P oznacza komarkrymitywrma. Grupa
nalezy do uktadu jednoskmego, co staje sioczywiste po zaniedbaniu wszystkich informacji o
translacjach, ktérych nie zawiera symbol grupy piamej. Ta grupa to 2/m. Z tego wynika
orientacja elementow symetrii$ @ ||y czyli ma symbol kierunku [010], g@taszczyzna c || X,z ma
symbol Millera (010). Odpowiednie translacje t@ by dla osi 2 oraz 1/2 g dla ptaszczyzny c. 2u
reguty sktadania wskazyjco wynika ze ztgenia tych symetrii: jest té&rodek symetrii. Potzenie
srodka daje odpowiedni rachunek macierzowys 2 = P’

-1 0 0 0)(1 0 00y (-1 0 0 O
m_| 0 1 0 % j0o-100 0 -1 0 3}
0 0-10[]0 01120 0 -1 -3
000 10 001{(0 0 0 1

Interpretacja wyniku jest nagtujaca: P’ to srodek symetrii C. Kolumna czwarta opisuje
translacg T[0,1/2,-1/2]. Translagjdzieli sk na sktadow rownolegh do generowanego elementu
symetrii i skladowe pozostate. W tym przypadku dladka symetrii cata translacja jest
nierébwnolegta. Jej polowa opisuje podmie generowanego elementu symetrii — odpowiada
przesungciu z punktu lub linii przeecia dwoch sktadagych se¢ elementéw symetrii do Ke@owego
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potozenia. W omawianym przyktadzie T = T||[0,0,0] +][0,1/2,-1/2], a generowanyrodek
symetrii to punkt [0,1/4,-1/4]

Kolejny przyktad pozwoli odpowiedziena pytanie co jest wynikiem ztenia dwoch symetrii.
Rozwamy grug Pna2 Znak zapytania oznaczatpliwos¢ - 0§ 2 czy 3. Pomingcie informacji o
translacji utatwia interpretacj— odpowiadajca rozwaanej grupa punktowa to mm2 z ukiadu

rombowego. Dlatego ptaszczyzna n jest prostopddiasi X, ma symbol (100) i translch?.

Plaszczyzna a jest prostopadia do osi Y, symboO)(0ltranslac g Odpowiedni rachunek
macierzowy daje:

-1 000)(1 0 0% (-1 00 -1
> |0 103 j0-100/|0 -10 }
0 01|00 10 [0 01 1
0 0010 0 01)(0 0 0 1

Interpretacja: otrzymujemy sol,||lz + TJ|[0,0,1/2] + M[-1/2,1/2,0]. Sktadowa translacji
réwnolegtej do osi tog co odpowiada osi;2 Mamy grug przestrzenpPnag. G5 jest przesunrta

o 1/2 T[-1/2,1/2,0] czyli o [-1/4,1/4,0] w stosunku do iliprzeckcia dwoch ptaszczyzn. Gdyby
sktadowaz translacji byta catkowita, to rezultateatinego dziatania symetrii ptaszczyzn bytally o
zwykia 2. Takie rozwszania mana przeprowadzi dla wszystkich 230 grup przestrzennych
uzyskupc rozktad przestrzenny elementdw symetrii, zbiorynigdéw niezmienniczych oraz
potozenia punktow rownowanych symetrycznie. Wyniki takich rozwan sa opublikowane w
literaturze krystalograficznej, w tym mternational Tables for X-ray Crystallographg fragment
przedstawidys.8.5

P2, C% 2 Monoclinic
No. 4 P12,1 Patterson symmetry P 12/m |
UNIQUE AXIS b
O — ,,"/Q —n . .5
[} f (] = [ -
ot e

O O

Origin on 2,
Asymmetric unit  0<x<I; 0<y<Sl; 0<z<i
Symmetry operations

M1 (2) 2(0,4,0) 0.y,0

Rys.8.5
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9. Dyfrakcja promieniowania rentgenowskiego. Miet@roszkowa.

Chemik staje przed pytaniem z gakubstang ma do czynienia. Odpowieduzyskuje si
stosuj analiz elementara i metody spektroskopowe. o konieczne jest poznanie geometrii
czasteczek czy oddziatywiamiedzyczsteczkowych. To domena krystalografii.

Analiza morfologii krysztatu, zakmosci miedzy identycznymiscianami lub krawdziami
ujawnia symetk i pozwala przypisa grupg punktows symetrii.  Pomocneas w tym rzut
stereograficzny z nitiwoscia pomiaru ltow i okreslenia pasow osi, zasady symboliki grup oraz
rachunek macierzowy czy rownosuvee reguty sktadania symetrii.

Symetria sieci krystalicznej to symetria translaey{osiesrubowe, ptaszczyzny z plizgiem) i
grupy translacyjne Bravais. Tu znowu potrzebgneeguty sktadania symetrii i zaleosci miedzy
grupami punktowymi a grupami przestrzennymi symetirystalografii geometrycznej brak jednak
narzdzia dla okrélenia, ktorej symetrii okridonej z analizy morfologii odpowiada w rzeczywistej
sieci krystalicznej symetria translacyjna. Do @&@yalgeometrii casteczek i ich oddziatywa
potrzebna jest tale znajomé¢ geometrii sieci krystalicznej, w tym statych sjeabjctosci komorki
elementarnej, polenia casteczek. Tu potrzebne $akze reguty wyboru osi uktadu, sktadanie
symetrii i pomiar gstasci krysztatu. Kluczow role odgrywa krystalografia rentgenowska, ktora
pozwala wyznaczy parametry komoérki elementarnej, a z wygasaystematycznych pozwala
okresli¢ grupe przestrzeng

Promieniowanie rentgenowskie mma generowana kilka sposobdéw. W laboratorium stosuje
sie lampy rentgenowskie. Mizy katod a anod lampy wytwarza i réznice potencjatow.
Elektrony wyrwane z katodyagrzyspieszane i zderaagic z atomami anody, powodig wybicie
elektronow wewastrznych powtok. W tym procesie zagathchowania energii nioa zapisé:

B =B+ B+

Energia padapego elektronu jest réwna energii elektronéw pazeleiu (g, E; ) a nadwyka
jest uwalniana w postaci kwantow promieniowana. zyPodpowiedniej rénicy potencjatu
przyspieszajcego w lampie mana uzyska promieniowanie z zakresu rentgenowskiego. Uzyskuj
sie w ten sposdb widmo gqite. Takie promieniowanie ma wystarcgaj energé, aby powodowéa
wzbudzenia atoméw. Naginie utworzone luki elektronowe na westnznych poziomach
energetycznychaszapetniane po spontanicznym przeniesieniu ele&twon poziomow wyszych.
Temu towarzyszy emisja promieniowania 0 energii avdpdapcej r&nicy poziomow czyli
promieniowania charakterystycznego dla materiatodgn W ten sposdb uzyskujee siwidmo
charakterystyczne dla pierwiastka, z ktorego zbwd@vjest anoda. <leto promieniowanie
skierowa& na krysztal, to jego energia jest odpowiednia ddziatywania z elektronami atomow
tworzacych krysztat przez kolejne wzbudzenia i spadelktedaéw. Widmo promieniowania
generowanego w lampie odpowiada geliu widma cigtego i dyskretnych linii emisyjnych
odpowiadajcych seriom K, L, M (Lymana, Balmera itd.)Rys. 9.). Promieniowanie
monochromatyczne moa uzyskéa kilkoma metodami. Najprostszest wstawienie w bieg wzki
promieniowania folii z metalu #hiacego st liczba atomow o 1 od materialtu anody. Wtedy
maksimum absorpcji wypadnie pagdey liniami charakterystycznymi, zmniejszajakze natzenie
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w obszarze widma gitego. Promieniowanie o dtugm fali A 0.5 - 2.5A poréwnywalnej z
odlegtagciami migdzyatomowymi ulega dyfrakcji na krysztatach i jastyteczne w badaniach
krystalograficznych. W zakmoici od metody, stosuje gipromieniowanie o widmie ggtym lub
promieniowanie monochromatyczne.

]

natgzenie zrodla

absorpcja filtru
x

enie prz

/\j S~
A

Rys. 9.1.

natez

Promieniowanie pada na krysztat ulegajugkciu i interferencji wazek ugetych. Opisu
procesu mgna dokona w oparciu o odbiciowy formalizm Bragga lub fornzali dyfrakcyjny
Lauego. Postiymy sk tym pierwszym.

Na rodzirg rownolegtych ptaszczyzn (hkl) odlegtych ie gudpada monochromatycznaamka
promieniowania, oddziate¢ z atomami casteczek symbolizowanych przezezty (Rys. 9.2)
Wiazki padagce pod ktem 6 53 pod takim samym dtem odbite. Interferencja ze wzmocnieniem
nastpuje, j&li roznica drog optycznychdh pomigdzy dwiema wizkami rowna jest catkowitej
wielokrotnasci diugasci fali promieniowania. To mama zapis&w postaci rownania Bragga:

A=2PM = A =2dysin® lub g: /1
n 2sin@

Liczba catkowita n jest ezlem odbicia. Kt 6 pod jakim obserwujemy wzmochnienie (rowny
katowi padania) nazywany jestatem Bragga. ROwnanie Bragga aweé geometr sieci
krystalicznej, opisan zbiorem m¢dzyptaszczyznowych odledio dng, z odpowiadajcymi im
katami Braggaf, czyli z geometd obrazu dyfrakcyjnego. Z réwnania wynikatee dla kadej
rodziny ptaszczyzn przy promieniowaniu o danej dhegfali obserwuje s kolejne wzmocnienia
odpowiadajce kolejnym liczbom nRys. 9.3. Uniezalénienie s¢ od rzdu odbicia mana uzyska
przeksztatcajc rownanie Bragga do postaci zawiacaj iloraz g/n.

W eksperymencie dyfrakcyjnym wyznaczamgiykwzmocnienia wizek i przy znanej maozna

wyznaczy dhw/n. Jali znamy odlegtéci miedzyptaszczyznowe g i dlugas¢ fali A, mazemy
przewidzi€ geometr¢ 0 rozktadu wazek ugetych na krysztale.
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Rys. 9.3 Rys. 9.4

Rozwamy natzenie wihzek ugetych na krysztale. Promieniowanie rentgenowskigzaduje
z elektronami atoméw. Mma opisd zdolnd¢ kazdego elektronu do oddziatywania z
promieniowaniem przez elektronowy czynnik rozprasza Poniewa efekt jest addytywny, wc
oddziatywanie kadego atomu jest surwkiadu jego wszystkich elektronéw. aStwprowadza si
atomowy czynnik rozpraszanig ktory jest taki sam dla wszystkich atomow danpgowiastka i
jest proporcjonalny do liczby atomowej Atomowy czynnik rozpraszaniarhazna opisé:

fi = fo exp(-Ksirfo/A?) gdzie

fo - atomowy czynnik rozpraszania atomu w spoczynku

K - czynnik temperaturowy zatay od amplitudy oscylacji atomu wokot paenia rownowagi
A - dtugas¢ fali promieniowania

0 - kat pod jakim obserwuje sipromieniowanie ugie

Rys. 9.4przedstawia wykres zaleosci wartaici fp od ilorazu sif/A. Czynnik atomowy {jest
proporcjonalny do liczby atomowej danego pierwiastwiec rGzne krzywe nie przecingjsic.
Spadek zdoln&i do rozpraszania promieniowania jest ekspotenmigataleny od sirh, wicc dla
wysokich kytéw rozpraszania atomy lekkie (C, H) glajewielki wkiad. Jé&i atomy oscyluj z dua
amplituch wokét potazen rownowagi, np. fragmenty ggteczki w sieci krystalicznej wykazuj
zmiennd¢ konformacyjn i nieuporadkowanie, ich udziat po uwzglnieniu duego K take spada
w poréwnaniu z atomami o matej dynamice w sieciskalicznej. Wany jest te wptyw diugaci
fali. Zdolnas¢ atomu do oddziatywania z promieniowaniem jestkaza dla wikszej dtugéci fali.
W praktyce stosuje sipromieniowanie Cl. = 1.54178 A i Mox = 0.71073 A. Dla krysztatéw
zawierajcych tylko atomy lekkich pierwiastkow bardziejytieczne jest promieniowanie lampy Cu.

Natezenie h wiazki ugictej od rodziny ptaszczyzn (hkl) krysztatu agane jest z czynnikami
struktury R, ktore mana wyliczy¢ jako sung wktadéw atomoéw tworacych struktug:

N
Iha ~ F= Z f, exp 2u(hx; + ky: + 1)
i=1

F czynnik struktury, ~ /1,
fi atomowy czynnik rozpraszania
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h,k,]  wskaniki ptaszczyzny dagej wiazke In
X,¥,z  wspotrzdne i-tego atomu w komorce elementarnej

Z wyrazenia na czynnik struktury wynikae Ry (a wic i natzenie hy) wiazki ugictej zalery
od rodzaju atomu f i potozenia (xyz) czyli od rozkiadu materii w sieci kryigtanej. Geometria
dyfrakcji opisana réwnaniem Bragga, zaleod parametrow sieci {d, a,b,co,By), a te g
powiazane z rozmiarami atomow i gsteczek tworgcych si€ krystaliczry oraz oddziatywa
miedzy nimi. Dlatego obraz dyfrakcyjny uzyskany w pdisymencie dyfrakcyjnym interpretowany
jako pary {ka, Onk} stanowi podstaw identyfikacji substancji — obraz dyfrakcyjny jest
charakterystyczny dla krysztatu substanciji.

Najprostsz metody bada dyfrakcyjnych jest metoda proszkowa Debye’a-SdararHulla
(DSH). W tej metodzie monochromatyczne promienioeieruje st na sproszkowanproblke
polikrystaliczry zawierajca duza liczbe maleikich monokrysztatbw w przypadkowej orientacji.
Préble obracamy, aby ptaszczyzny sieciowe spetniaty wekuBragga uginag wiazke (Rys. 9.5.
Rejestragi mazna prowadzi w cylindrycznej kamerze.

Rys. 9.5 Rys. 9.6

Wiazki ugicte @1 wzmocnione pod dtami Bragga, wic ukfadaj sie na bocznych
powierzchniach wspétosiowych st@dw o kacie By do padajcej wiazki i kacie rozwarcia 8.
Osip stazkOw jest wazka przechodica przez probk Pomiar odleghci miedzy puzkami pozwala
wyznaczy katy Bragga. W dyfraktometrach proszkowych uzyslaigedyfraktogram | = 1§).

Wiazki mierzone pod &ami Bragga trzeba powdat z ptaszczyznami (hkl) od ktorychy s
odbite, czyli przypiséa im wskaniki hkl. Do tego trzeba rozwgc rownanie kwadratowe sieci.
Sasiednie ptaszczyzny (hkl) przechadarzez punkty H=a/h, K = b/k i L = ¢/l oraz patek uktadu
(Rys. 9.9. Prowadzimy progtOP prostopadtdo ptaszczyzn (hkl) przechagz przez pocatek
uktadu.

Dla kazdej osi mana zapis@ cosdyx = OP/OH = d«/(a/h)

Dla uktadéw prostoknych (réwnanie normalne ptaszczyzny)  @mst cosdy + co$dz = 1
Po podstawieniu i uproszczeniach uzyskujemy gastanania kwadratowego sieci:
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Udy = il + Kb + 1PIc?

Dla uktadu tetragonalnego  a=b %yg = (Hf+k?)/a® + I°/c?
Dla uktadu regularnego a=b=c g = (HF+Kk*+ 1%)/a

Podsumowujc nalery stwierdzé, ze rbwnanie Bragga wie geometk sieci gy z geomete
dyfrakcji Bn. Odlegt@ci miedzyptaszczyznowe zale od statych a,b,c i hk,l (r-nie kwadratowe
sieci). Z kolei state a,b,c zaleod rozmiarow atomow i gsteczek.

Wskaznikowanie opiera sina réwnaniu Bragga i rownaniu kwadratowym siegastosujmy
najprostsa post&g - dla ukladu regularnego. Dla réwnania Bragga yjpngmy posta&
uniezaleniajaca od rzdu odbicia, d’ = d/n. St

nA = 2chsind; dn/n = d’ = 1/d’ = 2si/A

1d?g = (H+k%+ 1P)a® = QI
1d? = (HF+K%+ 13/ = 4sifo/n?

Dla kazdej wiazki (refleksu) sifd =2°Q/4& =kQ gdzie k=const dla danego eksperymentu
sinfi/Q; = \%/4& = const; QI N

Dla wiazek o najmniejszym dcie 6 wartas¢ Q bedzie najmniejsza. Z eksperymentu
uzyskujemy®; i mozna znalé¢ liczby Q dajace stad wartcs¢ ilorazu sifi6i/Q. Nie wszystkie
mozliwe, jak pokazuje przyktad pairej. Wtedy trzeba przypigaierwszej wazce inne

Q =1= hkl =100 lub 010 lub 001 W uktadzie regularnyomedna posta
Q=2= hkl=110

Q=3=>hkl=111

Q=7= hkl=??? Podobnie Q =15, 23, 28, 31...

Q =9= hkl =300 lub 221 To oznacza naktadanie refieks

Znajac wskaniki refleksbw mana analizowa symetre obrazu dyfrakcyjnego.  Sie
krystaliczna obok periodyczéa charakteryzuje siwystepowaniem symetrii. Opiszmy zjawisko
dyfrakcji dla dwéch rodzin ptaszczyzn zwanych symets. Rozwamy wystpowanie symetrii OSi
L,[010]. Wtedy ptaszczyzny (hkl) i (-hk-Dagéwnowane, co oznaczae odlegtdci dny | dnk 2
rowne. Z rbwnania Bragga wynikze katy Bragga dla obu rodzin ptaszczyznidentyczne:

2sim /A= d1hkl = d’-hk-l = 2si /A
Obraz dyfrakcyjny wykze wiec symetr¢ zwiazara z symetry sieci krystalicznej. Z drugiej
strony natzenie | Wiazki ugictej od rodziny ptaszczyzn (hkl) krysztatu zwane jest z czynnikami

struktury Ry, ktére mana wyliczy jako sung wkltadéw atomow tworgych struktug. Mozna
obliczy¢ wartasci czynnikow struktury dla poprzedniego przyktadiydztatu o symetrii £[010].
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Atomy rownowane symetrycznie mawspotrzdne xyz i —xy-z. Czynniki struktury pochagtz od
ptaszczyzn zwizanych symetisi Ry i Fpcg wyrazone jako suma wkladéw pary atomow
rownowanych symetrycznie majowne warteci:

Fra = T [exp 2i{hx + ky + 1z} + exp 2ri{h(-x) + ky + I(-2)}]
Pt = 1 [exp 20{(h)x + ky + (-2} + exp 2a{(-h)() + Ky + (D(2)}] = Fna

Zaréwno geometria rozktadu aziek jak i natzenia wykazuy symetre zwiazam z symetra
rozktadu materii w krysztale - symetrsieci. Jednak formalizm opisu dyfrakcjamiane sk z
prawem Friedla. Rozway czynniki struktury zwjzane z refleksami ugiiymi na ptaszczyznach
(hkl) i (-h-k-I), nie robac zadnych zateen o symetrii krysztatu. Wykorzystamy twierdzeniel&ta
dla funkcji eksponencjalnej z wyktadnikiem urojonymdwiace, ze exp(tt) = cox + i sino oraz
parzystd¢ funkcji trygonometrycznych.

Fr = 2fi exp2ri(hx+ky+1z) = 2fi[cos2rn (hx+ky+lz) + isinZ (hx+ky+|z)]
Fr = 2fi cos2t (hx+ky+|z) + 2fi sin2n (hx+ky+|z) = A + 1 B
Ik ~ Pk Pk = (A +iB) (A -iB) = Ani® + Brii®

Fhu = Zfi exp2ri(-hx-ky-1z) = Zfi[cos2r (-hx-ky-1z) + isinZ (-hx-ky-1z)]
Fhxi = 2 fi cos2t (hx+ky+|z) i i2fi sin2n (hx+ky+|z) = A - i Bhi
Lhat ~ Enkt Fad = (Anki - 1 Bri) (Anki + Bri) = Anii® + Bhid®

Stad b = Lhka

Z prawa Friedla wynikaze natzenia reflekséw hkl i —h-k-l & jednakowe, czyli obraz
dyfrakcyjny jest centrosymetryczny (wykazuje symetfrodka), bez wzgdu na rzeczywigt
symetrg sieci krystalicznej. W konsekwencji symetria auralyfrakcyjnego odpowiada symetrii 32
grup punktowych ale zawiera symetrérodka, co ogranicza liczb mazliwosci do 11 grup
dyfrakcyjnych Lauego:

Grupa punktowa Grupa dyfrakcyjna Lauego
1,1 1
2, m, 2/m 2/m
222, mm2, mmm mmm
3,3 3
32,3m,3m 3m
4,4, 4m 4/m
422, 4Amm, 4/mmm42m 4/mmm
6, 6, 6/m 6/m
622, 6mm, 6/mmme 2m 6/mmm
23, m3 m3
432,43m, m3m m3m
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10. Wygaszenia systematyczne. Qlawie grupy przestrzennej.

Jak okréli¢ grupe przestrzenp symetrii opisujca rozkiad materii w krysztale, skoro analiza
morfologii daje informacje tylko o grupie punktowey analiza symetrii obrazu dyfrakcyjnego
umazliwia rozpoznanie jednej z 11 grup dyfrakcyjnychuego? Z pomagprzychodzi zjawisko
wygaszé systematycznych: niektore grupy refleksow anagrowe nagzenie, a wgc i czynniki
struktury Ry, niezaleénie od rodzaju atomow w strukturze i ich wspéthaych xyz.

Aby zrozumi€ zasady wygaszhesystematycznych, rozuway wyrazenie na czynnik struktury
dla atomow zwgzanych przeksztatlceniem w grupie przestrzennej.oldiwzenia wartéci czynnika
struktury przeprowadzimy sumowanie tylko wktadoworabw réwnowanych symetrycznie w
analizowanym przeksztatceniu.

Na pocatek przyjrzymy st dziataniu sieci translacyjnej Bravais typu P. yirgjmy ze atom
lezy w dowolnym punkcie o ogélnych wsp&dnych x,y,z. Polzenie atomow rownowaych w
tej grupie translacyjnej odpowiada przeseni o liniowa kombinacg wersorow osi, czyli atomy
rownowane zajmuj potazenie xyz w gsiednich komdrkach elementarnych. Czynnik stryktur
obliczymy jako wkiad jednego atomu:

Fra = fi expzri(hx+ky+1z)

Poniewa nie uzyskamy wyrgenia niezalgnego od wspotrdnych atomu, nie mma mowe o
wygaszeniach systematycznych zmanych z analizowanym przeksztatceniem - brak wagadla
dowolnych wspoétrzdnych x,y,z. Trzeba pariaé, ze obliczenia mog dad zerowa wartas¢
czynnika struktury, ale to wynika tylko z arytmetyknie jest efektem systematycznym dla grupy
refleksow. Nasipny przyktad wyjani to bardziej przyspnie.

Przeanalizujmy stetranslacyja Bravais C. Tej sieci odpowiada translagj powodujca

centrowaniescian (001). Wspotmne atomow réwnowaych w tym przeksztatceniu to  X,y,z
1/2+x,1/2+y,z. Dla wszystkich reflekséw hkl om@a przeprowadziobliczenie czynnika struktury,
wytaczapc przed nawias kwadratowy pierwszy sktadnik sumy:

Fra = fi [exp2ri(hx+ky+1z) + expzi(h(1/2+x)+k(1/2+y)+1z)]
Fri = fi [exp2t (hx+ky+lz) + expzi(hx+ky+lz)expzi(h/2 + k/2)]
Fr = fi expzui(hx+ky+1z) [1 + expzi(h/2 + k/2)]

Fr = fi expzui(hx+ky+1z) [1 + expri(h+K)]

Fr = fi expzii(hx+ky+1z) [1 + cox (h+k) + i SiT{h+k)]

Poniewa h, k to wskaniki w symbolu Millera ptaszczyzny, to czton urojomnika:
h+k 1 C = simt (h+k) =0

- dla h+k=2n+1 1+cas(h+k)=0 = F=0
- dla h+k=2n 1+cas(h+k)=2 = Fy=2fiexp2zri(hx+ky+lz) = 2 Ry (P)
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Dla dowolnych reflekséw hkl, refleksy o nieparzystemie h+k nie kda obserwowane, bo ich
czynnik struktury i w konsekwenciji rgienie g rowne zeru. Natomiast refleksy obserwowaedsb
mialy wartagci czynnikdw struktury dwukrotnie wksze, ni hipotetyczne warkei dla sieci
prymitywnej P. Czym w istocie #@ia sic dwie oméwione sieci P i C? Rdca jest zwizana z
wystepowaniem utamkowej translacjis2 w sieci C. To w obliczeniach dawato funkcy
wyktadnikiem zawierajcym sung h+k prowadzac do wygasze systematycznych.

atc

Mozna poddé analizie pozostate typy sieci Bravais. Dla sieavystpuja translacje2®? 2
bte - Punkty rownowzne maj wspoétrzdne x,y,z; 1/2+x,1/2+y,z; 1/12+x,y,1/2+z; x,1/12+@ 2.

2

Faa = f [exp2ri(hx+ky+lz) + expri(h(3 +x)+k(3 +y)+z) +

expU(h(3 +x)+ky+(3 +2)) + expai(hx+k(3 +Y)+(} +2))]
Fr=fiexp2ui(hx+ky+lz)[1+expzui( 5 +% )+expzui( 5 + 5 )+exp2ui( § +4 )]
Frui(F) = Fwi(P)[1+ cog (h+k) + cog (h+l) + cost (k+l)]

- h+k, h+l, k+l = 2n= Fw(F) = 4kw(P)

- h+k=2n+1= Ry(F) =0 = hlub k =2n+1 wic dla dowolnego |
[1 + cos (h+k) + coz (h+l) + cos (k+l)] = 1-1+1-1=0

W konsekwencji sietranslacyja F mazna rozpoznapo tym,ze obserwowaneadylko refleksy
o takiej samej parzysioi wszystkich wskanikéw hkl.

Dla sieci | translacje®2*c wigze punkty o wspoétrinych x,y,z oraz 1/2+x,1/2+y,1/2+z.

Fria = fi [exp2ri(hx+ky+|z) + expzi(h(3 +X)+k(3 +y)+I(3 +2)]
Fr=fiexp2ri(hx+ky+z)[1+expzi( 4 + £ +1)]
Fru (1) = R (P)[1 + cos (h+k+1)]

- htk+l = 2n=> R (1) = 200 (P)
- h+k+l =2n+1= Ry (|) =0

Podsumowaniem przeprowadzonej analizy jestiszai tabela.

Typ sieci translacyjnej Bravais Typ wygasze
brak
k+l=2n+1
h+l=2n+1
h+k=2n+1
h+k=2n+1, h+l=2n+1, k+|=2n+1
h+k+l=2n+1

—|m{O|m{>|T
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Wygaszenia systematyczne byly spowodowane ¢pgstaniem utamkowych translacji w
centrowanych grupach Bravais. To sugeruje anatogienazliwos¢ wykrycia translacyjnych
elementéw symetrii jako sktadowych grup przestrzehn

Na pocatek obliczmy czynnik struktury dla atomow awanych symetsi osi Ly|ly. Atomy
rownowane symetrycznie mawspotrzdne x,y,z oraz -x,y,-Z.

Fra = fi [exp2ui(hx+ky+1z) + expzi(h(-x)+ky+l(-z))]
Brak wygasz# systematycznych, nie ma postaci réwnania nienajeod wspotrzdnych.

Wprowadmy s srubowg 2;. Osie obrotu g elementem kierunkowym. Wybierzmy @]y z
translacy 3. Wspoirzdne atomow rownowaych symetrycznie x,y,z -X,1/2+y,-z. Sumowanie
prowadzimy po atomach zgyaanych przeksztatceniem:

Fra = fi [exp2ri(hx+ky+z) + expZi(h(-x)+k(1/2+y)+I(-2))]
Fra = fi exp2ui(hx+ky+lz)[1 + expZi(-2hx+% -21z)]

Dla dowolnych x,y,z trzeba rozwet refleksy OkO (osiowe), dla ktorych skiadniki -2bsaz -
21z w wyktadniku przyjmuj wartcci zero. Naley zwrdcié uwag;, ze taka zalenos¢ wynika z
kierunku osi obrotu. Wtedy warunek na wygaszernyatesnatyczne odpowiada kierunkowi
utamkowej translacji rownolegtemu do osi obrotu:

Fhkl = f exp2u(hx+ky+1z)[1 + coski]
- Fhkl=0 gdy cosk=-1 = k=2n+1
- FhkIZ0 gdy cosk=1 — k=2n

J&li zmienimy & Ssrubowa na @& 24||x o translacjig, to obliczenia prowadzimy dla pary
atomoéw rownowanych symetrycznie Xx,y,z 1/2+x,-y,-z:

Fra = fi[exp2ri(hx+ky+z) + expzi(h(1/2+x)+k(-y)+I(-2))]
Fri = fi exp2ui(hx+ky+1z)[1 + expzei( 4 -2ky-21z)]

Uniezaleni¢ sie od wspotrednych atoméw mina tylko dla reflekséw h0O:
Fr = i expzri(hx+ky+lz)[1 + coslx]

- Fhkl =0 gdy cosh=-1 = h=2n+1
-FhklZ0 gdycosh=1 = h=2n

Znowu typ refleksow wygaszanych zwany jest z orientagjosi srubowej a warunek wygasze
wynika z utamkowej translacji.
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Mozna przeanalizowa dziatanie ptaszczyzn z gagiem Zwykile ptaszczyzny m, tak jak

zwykte osie obrotu, nie majsprzzonej translacji. Plaszczyzna c prostopadia do ¥zevipunkty
X,Y,Z oraz X,-y,1/2+z :

Fra = fi [exp2ui(hx+ky+1z) + expzi(hx)+k(-y)+|(1/2+2))]
Fra = fi exp2ui(hx+ky+1z)[1 + expZi(-2ky+ )]

Dla dowolnych x,y,z i reflekséw hOl (pas osi y)
Frn= fi expzui(hx+ky+lz)[1 + cosl]

-Fw =0 gdycost=-1 = |=2n+1
-Fw#0 gdycost=1 = I=2n

Dla ptaszczyzny bix translacja to%¢. Dwa punkty réwnowane symetrycznie to punkt x,y,z
oraz -x,1/2+y,1/2+z. Warunek na wygaszenia syatgczne:

Fri = T [exp2ui(hx+ky+1z) + expzi(h(-x)+k(1/2+y)+|(1/2+2))]
Fra = fi exp2ui(hx+ky+z)[1 + expZi(-2hx+% +1)]

Stad dla dowolnych x,y,z i dla reflekséw Okl (pas xs
Fra = fi exp2ti(hx+ky+Iz)[1 + cost (k+l)]

- Fo = 0 gdy cos (k+l) = -1 = k+I=2n+1
-FuwZ0 gdy cos (k+)) =1 = k+l=2n

Podsumowujc, wybrane reguly wygaszesystematycznych zwzanych z translacyjnymi
elementami symetrii zestawiono w tabeli:

Orientacja Element symetrii Wygaszenia
dowolna m, 2,3,4,6 brak
[100] 2 h0O; h=2n+1
[010] 2 0kO; k=2n+1
[001] 2 00l; I=2n+1
(100) b Okl; k=2n+1
C Okl; I=2n+1
n Okl; k+I=2n+1
(010) a hOl; h=2n+1
C hol; I=2n+1
n hOl; h+l=2n+1
(001) a hkO; h=2n+1
b hkO; k=2n+1
n hkO; h+k=2n+1
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Wygaszenia systematyczne zawigriagformacje tylko o translacyjnych elementach symet
sieciach translacyjnych Bravais. Jednak wagzéniu z regutami skladania pozwala tcste
omina¢ ograniczenia wynikage z prawa Friedla lub ustalizeczywisi grupe przestrzeng

Przyktadowo zwizek (1R,2R)- GgH26N2O, krystalizuje w uktadzie rombowym z
wygaszeniami reflekséw h00 dla h=2n+1, 0kO k=2r3dl, I=2n+1, przy braku innych wygasze
Wskazuje to na trzy osigubowe 2 przy braku ptaszczyzn z flizgiem. Gdyby grupa przestrzenna
miata 3 ptaszczyzny, musiatyby one przecirse wzdiuwz osi srubowych, wec musiatyby by
ptaszczyznami z gtizgiem. Dlatego badany krysztat ma symeRPR2,2; i zawiera tylko optycznie
czysty zwazek!

Dla innego krysztatu z uktadu jednoskego obserwowane svygaszenia 0kO dla k=2n+1 oraz
hOl dla I=2n+1. Whniosek: grupa centrosymetrycP@gc.
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11. Metody monokrystaliczne. Réwnanie Lauego.

Metoda proszkowa DSH pozwala badarobki polikrystaliczne. Wynikiem eksperymentu
dyfrakcyjnego jest obraz dyfrakcyjny day jednowymiarowe dane zawiegeg whzki ugicte na
wszystkich ptaszczyznach sieciowych. Taki obrat yeynikiem przypadkowego patenia wielkiej
liczby ziaren krystalicznych. Zastosowanie monoatatycznej wiazki promieniowania daje
mozliwos¢ interpretacji wynikéw takiego eksperymentu.

Zupetnie inne mziwosci daje zastosowanie probki monokrystalicznej. j@masé orientacii
monokrysztatu umdiwia analiz obrazu dyfrakcyjnego, w tym uzyskanie tréjwymiagaiv danych
prowadacych do okrélenia symetrii obrazu, wzajemnej orientacji elend@ntsymetrii w grupie
dyfrakcyjnej Lauego, wskaikowanie reflekséw, tatwe ok§ienie grupy przestrzennej, tak
wyznaczenie statych sieci krysztatu.

Stosowana do monokrysztatéw teoria Lauego opastaojéormalizm dyfrakcyjny. Zakenia &
nastpujace: nieruchome atomy padone § w weztach sieci przestrzennej; atomy munktowe, tzn.
wszystkie elektrony atomu znajdugic w punkcie opisujcym potazenie atomu - w wzle sieci;
zdolnag¢ rozpraszania atomdéw opisana jest przez atomowgnizyrozpraszania; fproporcjonalny
do liczby atomowej Z promieniowanie rentgenowskie powoduje drganiskted@dw i emisg
promieniowania o takiej samejgstaici (V/A) jak promieniowanie padge; promieniowanie ugfie
jest emitowane jako fala kulista; promieniowanid¢tey ma tak samy amplitud: jak padajce;
amplituda zalgy od f (Z); fale kuliste interferuj i sa wzmacniane w kierunku obserwowanych
wiazek ugetych.

Rozwamy wiazke promieniowania o diugei fali A padajca na jednowymiarow siet
krystaliczry 0 statej a (progtw sieci przestrzennej) podtem padaniat, i wzmacnianej poddtem
wzmocnienian (Rys. 11.).

3 -
) y \c \
2 A
I / \F,
1 au\/,
F
Rys. 11.1

Wzmocnienie nasgpi, jesli réznica drég optycznych AC-BD ¢oizie rowna catkowite]
wielokrotnaici diugasci fali. Std:
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AC-BD = a(cost - cosip) = h\ gdzie AIC

Powyzsze rownanie to rownanie Lauego. Wynika z niegopdchylenie wizki od kierunku
wiazki padajcej opisane rinica (Cox - coA,) jest proporcjonalne do ¢du interferencji h,
proporcjonalne do diugoi fali A padagcego promieniowania, odwrotnie proporcjonalne daegt
sieci a (periodu identyczia). Refleksy wzmocnionegha uktadaty s¢ na bocznej powierzchni
stazka wspotosiowego z prasto kacie rozwarcia zwazanym z lgtem wzmocnienia (Rys. 11.).

Dla sieci tréjwymiarowej spetniony musi byktad trzech réwnalLauego Rys. 11.2:
a(cos - cosiy) = hA
b(co$ - coP,) = kA
c(cog - cogy) = IA

Rys. 11.4

Prawdopodobigstwo, ze promieniowanie o diugoi fali A spetni uktad trzech rowinhaprzy
danej orientacji monokrysztatu jest niewielkie. yAbwickszy prawdopodobigstwo i uzyska
obraz dyfrakcyjny stosujegpromieniowanie polichromatyczne lub zmigrorientacg krysztatu.

Jest wiele metod badania monokrysztatow. Jakongiromowimy metod Lauego. Na
nieruchomy monokrysztat pada agka promieniowania polichromatycznegRy§. 11.3. Plaski
detektor ustawia sinajczsciej za krysztatem. Obserwowane refleksy pochoezd ptaszczyzn
nalezacych do jednego pasa uklaslagic na wspolnej krzywej pasowej (eky, elipsa, parabola,
hiperbola).  Polzenie osi pasa Z moa wyznaczy analizupc krzywe pasowe. Ji
zidentyfikujemy krzywe pasowe osi XYZ uktadu, ama okréli¢ parametry komorki elementarnej.
Metoda Lauego pozwala rejestraivgednoczénie wiele refleksow ugtych na krysztale. Zalgt
metody jest take maliwos¢ okreslenia symetrii krysztatlu. 3B wiazka promieniowania pada
wzdtuz elementu symetrii, krzywe pasowe pochadz od paséw zwranych symetsi dadz
symetryczny obraz dyfrakcyjny R¢s. 11.4. Trzeba jednak pamte¢ o ograniczeniach
wynikajacych z prawa Friedla — obraz dyfrakcyjny zawszdzie centrosymetryczny. Pasky
przyktad zilustruje ten problem.

Badamy symetei obrazu dyfrakcyjnego dla jednoskych krysztatow. Maliwe grupy

punktowe symetrii to 2, m oraz 2/m. Dla grupy 2zik@a padajca wzdhi osi 2-krotnej da symetri
obrazu 2, ale padgja prostopadle do osi da symetm. W grupie m, wizka réwnolegta do
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ptaszczyzny da symegrim obrazu, zaprostopadta da symetr2. W kaicu w grupie 2/m &dzie to
pofaczenie obu przypadkéw. Podobne rozarda prowadz do 10 typdédw symetrii obrazu
dyfrakcyjnego rejestrowanego w metodzie Laudgps( 11.95.

° o e L
Qo ° . ° P .O P
L ] ' ®
™ PY o ) ® :
. o . ° ® . @
® () i
1 2 3 4 6
(X o0 oo o0 2%
® [ ] ) [ L .. ° . ® [ ] .
® Py . . [ 2N °
€. .o %, 0 e, L
° U @ *@9 LA ° o
0 g 90
m 2mm 3m Ltmm 6 mm
Rys. 11.5

Druga metod, jest metoda obracanego krysztatu. Monokrysztt gbracany wokoét kierunku
wybranej prostej sieciowej. Wymaga to precyzyjnegtawienia monokrysztatu. W tej metodzie
stosuje si monochromatyczne promieniowanie padej pod ktem prostym na praosgtsieciows,
ktora jest rownolegta do osi obrotu monokrysztathamerze Rys. 11.§. W tej metodzie detektor
jest umieszczony na wewtnznej powierzchni kamery o ksztatcie walca, wspi@oego z osi
obrotu krysztatu. Refleksy pochage od prostej sieciowe] uktadagic na bocznej powierzchni

wspotosiowych stzkdw, a po rozwirgciu filmu otrzymujemy ichslad na rownolegtych prostych
zwanych warstwicami.

1] S5z42
a) b) [ ”
T 5=+1
R
h=2 - W, | R W,
K
h=1 —+ i L 5:Q,
>< y\Iyz » R
. K h=0 +—Or ' % 3 W
R, R’ 1
>< h=1 +—
s=-1
h=3 —+ o
F
>(\\H—A/// s:-2
w

L

Rys. 11.6 Rys. 11.7

Obserwowane warstwice #6ia Si¢ rzgdem wzmocnienia i odpowiadah=0,1,2 itd. Wizka
padajca, krysztat i wiazka przechodca leza w ptaszczynie warstwicy zerowej h=0. Rozkiad
warstwic jest symetryczny wazglem warstwicy zerowejRys. 11.7, co wynika ze spetnienia
rownania Lauego dla identycznychtéw wzmocnienia ponad i pod ptaszczyamarstwicy zerowej.
W tej metodzie znana jest diugofali promieniowania oraz pronmiekamery R. Dlatego nima
precyzyjnie wyznaczy stah sieci. Zwr@émy uwag@ na fakt, ze warstwice pierwszego ¢au
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wzmocnienia po obu stronach warstwicy zerowej (hb%-1) maj taki sam kt rozwarcia stoka —
tzw. kat warstwicowyv. Suma kta warstwicowego i &a wzmocnieniax wynosi 99. Odlegtaé
migdzy warstwicami tego samegadu h i —h wynosi 2W,.

v+a=90F shdoa=90-—v cosa = Sinv
W metodzie obracanego krysztaiy= 90 wiec dla warstwicy rzdu h réwnanie Lauego:

a(cost - coup) =

acos = h\

1
2y

a=M/coxxt=h\/sinv=h\
sin

Z jedynki trygonometrycznej otrzymamy :
a=M.l+cg2y  gdzie cty = 2R/2W

Metoda obracanego krysztatu pozwala bardzo prenyeygbliczy¢ stah sieci, ale take wektor
translacji pomgdzy najbliszymi weztami wzdhez dowolnej prostej w sieci przestrzennej. Aby
wyznaczy parametry komorki elementarnep, a i C, trzeba precyzyjnie orientowabadany
krysztat, wyprowadzag kierunek odpowiedniej osi na kierunek osi obretlkamerze. Zwykle
metod; obracanego krysztatu stosuje sV polczeniu z metogl Lauego, gdy ta daje zalenosci
katowe pomé¢dzy osiami poszczegolnych pasoryé. 11.3. Identyfikacg kierunkow osi uktadu
krystalograficznego mima przeprowadzi takze analizugc morfologe krysztalu w paczeniu z

regutami wyboru osi XYZ w stosunku do elementow syin w danym ukiladzie
krystalograficznym.

. e oeDe o 3 4
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Metoda obracanego krysztalu meotake dostarczy informacji o symetrii kierunku biegu

wiazki padajcej lub kierunku osi obrotu krysztahiRys. 11.8. Jdli wiagzka pada na krysztat z
ptaszczyza symetrii prostopadtdo osi obrotu, to warstwice h i —h wykaidentyczny rozktad i
naktzenia refleksdw, a obraz dyfrakcyjnyedzie miat symetd gora-dét wzgidem warstwicy
zerowej Rys. 11.83. Jdli podczas obrotu krysztatu ptaszczyzna symetinodlegta do osi obrotu
krysztatu przejdzie przez kierunek azki padajcej, zaobserwujemy symeirprawa-lewa obrazu
dyfrakcyjnego Rys. 11.8h). Jdli wystapia jednoczénie oba warunki, obraz dyfrakcyjnydrie
miat symetrg¢ mm2 Rys. 11.89. Wiazka padajca na krysztat wzdiukierunku osi 2-krotnej da
obraz dyfrakcyjny o symetrii 2Rys. 11.8§. Skierowanie wizki na krysztat w przypadkowym
kierunku da rozktad reflekséw nie wykazey zadnej nietasamdciowej symetrii Rys. 11.8&.

10.

Podsumujmy maiwosci badania krysztatow prowagize do okrélenia struktury materii.

Maozna okrgli¢ grupe dyfrakcyjm Lauego (symeteisieci) i uktadu stosa¢ metody Lauego lub
krysztatu obracanego (monokrystaliczne).

Okralenie geometrii komorki elementarnej a,h,g,y,V mozna prowadz metod, obracanego
krysztatu, Lauego lub metadSH (proszkowa)

W okrdleniu liczby casteczek w komorce elementarnej pomocny jest porgéstosci
krysztatu d=mV, =1.6604 ZM,/V, Z=0.6023dy/ M,

Wskanikowanie reflekséw wszystkimi metodami (krysztaluracanego, Lauego DSH)

Typ sieci Bravais z wygaszsystematycznych reflekséw hkl. Refleksy obserwmava

P. wszystkie  A: k+I=2n  B: h+I=2n C: h+k=2FR: h+k, h+l, k+I=2n I. h+k+l=2n
Wyznaczenie grupy przestrzennej z analizy wygfasystematycznych. Dla osrubowych
wygaszenia wyspuja dla reflekséw h00 (X) OkO (Y) 00l (2), dla ptasyen z pglizgiem

prostopadtych do osi X,Y i Z wygaszenidrad reflekséw Okl, hOl i hkO

Wzmocnienie wizek ugetych zaley od spetnienia warunkow:

Bragga A = 20c SINO

Lauego a (cas- cosi,) = hc

Natzenie wazki ugictej od rodziny ptaszczyzn (hkl) moa opisé:

Ik ~ P = Z fi exp Zi(hx; + ky; + 1z)

Kazdy atom rozprasza promieniowanie Roentgena propoabjie do liczby elektronéw (l.a.).
Atomowy czynnik rozpraszania f, exp(-Ksirfo/A?)

Na zmierzone natenie kg wptywa polaryzacja p, czas detekcjiagki (geometria pomiaru) L,
oraz absorpcja promieniowania A:

, 1+cos(20)

|=LpAF=0
P 2

1 2
—JlexpuldvVeF
vj Pt
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12. Teoria czynnikéw struktury i problem fazowy.

Tréjwymiarowa periodyczai siet krystaliczra opisujemy w bazie wektorow, b i ¢, zwiazanych
z wybranym uktadem krystalograficznym. Jednak weptrzeni mgna zdefiniowd nieskaczenie
wiele baz i dokonywa transformacji mgdzy nimi. W szczegolrigi dla bazy wektorévwa, b i ¢
przestrzeni rzeczywistej memy wybra& baz wektorow odwrotnycta*, b* i c* definiujacych si€
tak zwara odwrotry. Wektory sieci odwrotnej nima wybr& nastpujaco: dla ptaszczyzn rodzin
(100), (010) i (001) prowadzigproste prostopadte, z punktu wybranego za giekauktadu w sieci
odwrotnej odmierzag odcinek 1/gh rowny a* i odpowiednie dla pozostatych osi. Obrazem
ptaszczyzny (hkl) w przestrzeni rzeczywistej jeshlt hkl w przestrzeni odwrotnej definiowany
przez wektoh = ha* + kb* + Ic*.

Funkcg G(h) nazywamy transformat-ouriera funkcji gf), gdy

G(h) = TIgX)] = [ 9(x)-exp(2rih-x)dVx
Vx
Wektor x definiowany jest w przestrzeni rzeczywistej wektora, b i ¢, z& h w przestrzeni
odwrotneja*, b* i c*. Funkcja g) jest wyznaczana z odwrotnej transformaty Fourfergcji
G(h):
gx) = THG()] =k [ G(h)-exp(-Ztih-x)dVy*

Jest kilka wanych twierdzé dotyczcych transformat. Transformata sumy funkcji jasing
ich transformat. Transformata splotu dwoch funjegt iloczynem ich transformat:

Tlg(x) ® a()] = G(h) - Q)
Transformata funkcji odwrotnej jest Gf\(= T [g*(-x)]. Mozna pokazé, ze
PK) = j* G(h)-G*(h)-exp(-2tih-x)dVy* = j* |Gh)[*-exp(-2tih-x)dVy*

W komorce elementarnej moa opisé rozktad gstasci elektronowej jako sumrozkiadow dla
atomoéw a(x) =xa(x-x;). Transformata sumy funkcji jest santh transformat. 3& transformata
T[ai(x-x;)] = fi(h), to transformatfunkcji a(x) mana zapisé&

T[a(x)] = =fi(h)- exp(2tih-x;)

W krystalografii funkcja gf) to funkcja rozktadu gstasci elektronowejp(x), za funkcja Gh)
to czynnik struktury F{). Stad mana zapisé&

F(h) = [ p(x)-exp(2tihx)dVy
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Dla dyskretnego rozktadu punktowych atomow:

F(h) = =f;-exp(2tihx)

Odwrotna transformacja Fouriera pozwala wylicAynkcje rozktadu gstasci elektronowej
p(X)-w punkcie o wspotrnychx

p(x) = V> F(h)-exp(-2tihx)

Transformacja Fouriera z czynnikow struktury poavalyliczy¢ rozktad gstasci elektronowej

w krysztale p(xy2=VEF(hkl)-exp[-2ti(hx+ky+lz)]. Bezpdrednie uycie tego réwnania nie jest
mozliwe. Czynniki struktury, jako wielki zespolone opisuje giamplitudy |[F(hkl)| oraz faz
o(hkl): F(hkl)=|F(hkl)|-expfp(hkl)]. Pomiar dyfrakcyjny dostarcza nam informagjintensywnéci
reflekséw I(hkl), ktére s proporcjonalne do kwadratu amplitudy |F(Hkl)Mozna tatwo wyliczy
amplitudy jako pierwiastek z ngten refleksow otrzymanych w eksperymencie dyfrakcyjnym

|F(hkl)|=./I(hkl) , jednak brak informacji o fazie. To faza decydajgaskdci uzyskanej funkcji
rozktadu gstasci elektronowej.

Problem fazowy mina zilustrowd Rys. 12.1 Czynnik struktury |[fulexp tp mazna wyrazé
jako sunme wektorowy sktadowych rzeczywistej i urojone;j.

Frki = |Fakilexp i = |Fal(cosp + ising) = Anx + iBhii

IF|

tp\ B

Ahkl

Bhkl

Rys. 12.1

Natezenie zmierzone w eksperymencie dyfrakcyjnym+ |Fu? = FF* = A+B% Nieznagn
faze ¢ Mozna g wyliczy¢ ze znanych potaen atomow:

Frki = [Pkl (CoSp + iSing) = Ank + iBhki
tgenki = Bkt / Anki

Wtedy eksperymentalnedr= |Fwi| exp i
lub w oparciu 0 model F Zf; exp zii(hx; + ky, + 1z)
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Funkcja rozkiadu gstasci elektronowej w punkcie o wspokanych xyz

Pxyz = VS Fria exp -2Zii(hx+ky+z)

hkl
lub gdy znamy rodzaj i pokenie X,yi,z; atoméw w komorce

Pxyz = V'lz [ > fi exp Zri(hxi+Kyi+z;)] exp-2ui(hx+ky+Iz)

hkl i

Istota problemu fazowego jest wd fakt, ze faz niezledna do okrélenia potazenia atomow
maozemy wyliczy¢ znapc te potaenia!

Trzeba zauway¢, ze w wielu przypadkach nioa odgada¢ potazenie wybranych atoméw w
strukturze poréwnuag liczbe punktow rownowanych symetrycznie w danej grupie przestrzennej
(Iprs) z liczla czasteczek w komorce elementarnej Z wyzna@zenoparciu 0 pomiar gptasci
krysztatu d. @stas¢ mozna wyrazé jako iloraz masy i oljosci komérki elementarnej:

d = md/Vy=1.6604 ZMcz / VY
Z =0.6023 d¥/ Mcz

Liczbe punktéw réwnowanych symetrycznie obliczacsdla kadej grupy przestrzennej jako
iloczyn liczby punktéw zwjzanych w grupie translacyjnej Bravais i liczby ptéwk zwigzanych
symetriami w danej grupie. Nalke przypomnié, ze liczba punktow rownowaych symetrycznie
dla translacyjnych elementow symetrii jest rowrezblie punktow zwizanych nietranslacyjnymi
symetriami.

Jezeli Z>Iprs, to w czsci asymetrycznej struktury mamy ¢gej niz 1 casteczk (jednostk
chemiczn). Gdy Z=lprs, cgs¢ asymetryczna struktury zawiera jadezasteczi. W obu
przypadkach cisteczki maj tylko symetré tozsamdciowa i nie mazna nic wywnioskowa o
potozeniu casteczki. W przypadku gdy Z<lprs, utamelasteczki réwny ilorazowi Z/lprs znajduje
sig w czsci asymetrycznej, a zatem asteczka wykazuje wewtrzna symetre. W grupach
przestrzennych mamy symetrie translacyjne lub zeyykh tylko te ostatnie (osie obrotu,
ptaszczyznysrodek) mog opisywa& symetre czasteczki. J€i zatem w casteczce wyspuje atom,
ktory musi by niezmienniczy w danym przeksztatceniu, to jego éigpdne g scisle okrelone.
Aby przyblizy¢ sposob rozumowania, rozaray wybrane przyktady.

Kompleks [Pt(NH).Cl,] krystalizuje w rombowej grupie przestrzennej RbcZatem peiny
zestaw symetrii obejmuje trzy ptaszczyzny Zljzgiem, trzy osiesrubowe 2 orazsrodek symetrii.
Liczba punktéw rownowanych symetryczne w tej grupie Iprs = 8. Pomigstgsci wykazat,ze w
objctosci komorki elementarnej mamy 8asteczek. Dlatego nagx asymetrycza przypada 8/8=1
czasteczka, co oznaczae casteczka nie ma wewtrznej symetrii. Jdi pomiar gistasci wykaze,
ze Z=4, wtedy w cgci asymetrycznej mamy 4/8 czyli potewzasteczki. Drug cze$¢ czasteczki
uzyskamy przeksztalcgj pierwsa stosujc operaci symetrii whzacej 2 punkty rownowane
symetrycznie.  Wszystkie symetrie wgstijace w tej grupie przestrzennej (ptaszczyzny z
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paoslizgiem, osiesrubowe isrodek symetrii) spetniajten warunek. Jednak tylko symetéimdka
(nietranslacyjna) mie opisé symetre czasteczki badanego kompleksu. Ponigwaasteczka
zawiera jeden jon centralny, musi onc¢bgunktem niezmienniczym przeksztalcenia, czyli jego
potozenie pokrywa si z potzeniemsrodka. W konsekwencji znamy patmie jonu Pt(0,0,0).

Krysztat [Pt(NH).Cl,] otrzymano w grupie RZ przy Z=2. W tej grupie mamy dwa
translacyjne elementy symetrii < drubowa i ptaszczyzn z palizgiem, oraz nietranslacyjn
symetrg srodka. Tylko nietranslacyjne elementy symetrii magpisywa& symetrg czasteczki.
Dlatego w omawianym przykiadzie gsteczka musi wykazywasymetrg¢ srodka, a pojedynczy jon
platyny musi lee¢ na srodku symetrii. Przyto, ze wyboru pocatku uktadu wspétrgdnych
dokonuje sj tak, ze jest to jeden z punktéw niezmienniczych przelksatav grupie symetrii. Jd
grupa jest centrosymetryczna, to pgiek ukiadu pokrywa si ze srodkiem symetrii. Sd
wspétrzdne jonu Pt to 000.

Kompleks [Pt(NH).Cl,] krystalizuje w grupie przestrzennej Pnn2. Jesigtupa z ukiadu
rombowego, a wi trzy miejsca w symbolu charakteryzigymetre kierunkéw X, Y i Z ukiadu.
Oznacza toze & dwukrotna ma kierunek Z. W tej grupie4 potazenia rownowane symetrycznie.
Z pomiaru gstasci wynika wart@¢é Z=2, co oznacza 1/2 gzteczki w cgsci asymetrycznej i w
konsekwencji symetgi C, czasteczki. @ dwukrotna to zbior punktéw{0, 0, z}, gdzie z prayjje
dowolm wartas¢. Analizowana grupa natg do grup polarnych, i nima przyaé dowolm wartasé
wspotrzdnejz dla jednego z atomow, wyznacgaw ten sposob jego patenie wzgédem pocztku
uktadu, czyli wybierajc pocatek uktadu! To pozwala wylicgywartas¢ fazy ¢ i funkcje rozktadu
gestaéci elektronowe).

W podobnych przypadkach wydedukowanie wsp@lgch atomow pozwala na obliczenie
przyblizonej wartdci fazy i dalej funkcji rozktadu ¢ptcsci elektronowej. Takie odgadiuie
struktury jest jednym ze sposobow rozzénia problemu fazowego.

Dla odgadnitego lub znanego patenia atomu lub kilku atoméw, moa wyliczy¢ czynnik
struktury zgodnie ze wzorem:

F= Zfi exp Zti(hXi + ky, + |Zi) = Ank + IBhi

Fazy obliczone dla wszystkich refleksow grzyblizone, gdy oparte § o wkiad tylko kilku
atomow. Jednak & ten wkiad jest istotny (dla etkich atomow fjest due), to uzyskane wardoi
sa dobrym przyblieniem rzeczywistych faz. Wtedy maksima na obliegonapie rozktadu gptoici
elektronowej ujawni potazenie kolejnych atomow, ktorych wktad do wab obliczonego
czynnika struktury a w konsekwencji do fazy uwrylia s¢ w kolejnym obliczeniu. Tak metad
kolejnych iteracji mana zlokalizowa wszystkie cizkie atomy, poprawiag wyliczone wartéci
fazy dla wszystkich reflekséw. Znalezienie p@® atomdédw wodoru prowadzi gipo ucisleniu
struktury metod najmniejszych kwadratéw przez dopasowanie wspdirgch i amplitud oscylacji
atoméw niewodorowych do danych eksperymentalnydmsdovowane natenia lub czynniki
struktury)
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13. Rozwizanie problemu fazowego. Metoda Pattersona.

Problem fazowy polega na tynie z eksperymentu dyfrakcyjnego otrzymujemy wsanito
nakzen wiazek kg, a te mana przelicz¢ na amplitudy czynnikow struktury 4. Jednak te
eksperymentalne dane nie pozwalag obliczenie odwrotnej transformaty Fouriera

Pxyz = V'S Fra exp -2i(hx+ky+lz)

hkl

gdyz nie znamy warteci fazy pozwalacej wyliczy¢ Fna = || €xp ip. Faz mazna wyliczye,
jesli znamy rodzaj i poteenie atomdéw w komorce, ¥, z;

Pxyz = V'lz [ > fi exp Zri(hxi+Kyi+z;)] exp-2ui(hx+ky+Iz)
hkl i
oraz

tgenki = Brki / Anki

Znaczenie fazy dla otrzymania poprawnej funkcjikkedu materii ilustrujeRys. 13.1 Zdjecia
dwoch krystalograféw Jeroma Karle i Herberta Hawptna, laureatdw nagrody Nobla, zostaly
zamienione na zbiér czynnikbw F (zaczernienie) 4. faStd obliczono mapy rozktadu czyli
odtworzono zdjcia dla poprawnej kombinacji faz i zaczefiaizyskupc doktadne zdijcia obu
noblistow. Wycie F ze zdjcia Karle i fazy ze zdria Hauptmanna dato zdeformowany obraz
Haupmanna, Zgprocedura odwrotna — obraz Karle. To wskaztgejecydujca o obliczonej mapie
rozktadu materii jest wkmie faza!

Rys. 13.1

Obok odgadnricia struktury (przypadek praktycznie niethay dla biatek czy kwasow
nukleinowych!) istnieje kilka eleganckich formalneetod rozwizania problemu fazowego.

Metoda Pattersona polega na zastosowaniu odwrdtaasformacji Fouriera do ngen
refleksow zmierzonych eksperymentalnie (funkcjad?abna P). Wyniki pomiaru nale przedtem
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skorygow& o czynniki geometryczne i fizyczne wptyweae na mierzone ngtenie, a opisane
poprawkami Lorentza L, polaryzacyjp i absorpcji A:

| = LpA |Ff = LpA FF*

Odwotujac sk do wstpu matematycznego o transformatach,znm@owartd¢ transformaty w
punkcie u,v,w zapisa

Puvw = V'S FF* exp-Zi(hu+kv+w)

hkl

Transformata splotu jest rowna iloczynowi transfatmZzZaréwno F jak i F*gtransformatami
Fouriera funkcji rozktadu gptasci materii. Sgd powyrszy zapis odpowiada splotowi funkcji
rozktadu gstasci elektronowepyy, oraz funkcji przesugtej o wektor [uvw]

Puvw :.[ Pxyz @ Px-u,y-v,z-w dv

W punkcie uvw wart& funkcji Pattersona jest proporcjonalnam@@ ® px.uy-v,z-w J&li wektor
uvw odpowiada wektorowi radzy atomami o diej liczbie atomowej, gstai¢ elektronowap
Zwigzana z tymi atomami jest #a i wartg¢ funkcji P, jest dua. Jeeli uvw nie jest wektorem
migdzyatomowym, to w (xyz) (x-u,y-v,z-w) lub w obu pgaach gstas¢ ma warté¢ bliska zeru,
zatem wartéc funkcji Pattersona P jest mata lub zeroRgg. 13.2i Rys. 13.3.

ﬂ. r
p(x-u) B

/] /] plxu)
\ | /e | /e 5

Rys. 13.2 Rys. 13.3 Rys. 13.4

J&ili uvw to sktadowe wektora railzy atomami, to Puvw ~ l.a.(at?) l.a.(at2), a skiadowe
wektora g rowne u=x%-X; V=Y»-y1 W=2-Z; (Rys. 13.4) Dla struktury bromobenzenu piki
odpowiadajce wektorom midzyatomowym Br-Br, Br-C i C-C dala mialy wysokaé
proporcjonaln do 1225, 210 i 36. Dlatego po wyliczeniu wacidunkcji Pattersona tatwo bytoby
zidentyfikowa piki odpowiadajce wektorom Br-Br. Trzeba zauwd, ze dla struktury N-
atomowej mamy N(N-1) pikow. Interpretacja jest eavbardziej skomplikowana, bo funkcja
Pattersona wykazuje symetérodka, gdy zawiera piki m¢dzyatomowe 1-2 oraz 2-1.

Dalszym utatwieniem interpretacji funkcji Patteraom ciecia Harkera, definiowane jako

wektory midzy atomami zwazanymi symeted w danej grupie przestrzennej. Po zidentyfikowaniu
grupy na podstawie symetrii obrazu dyfrakcyjnegayigaszé systematycznych nioa okréli¢

63

Projekt wspétfinansowany przez Writuropejsk w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
KAPITAL LUDZKI FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt pn. Wzmocnienie potencjatu dydaktycznéfddK w Toruniu w dziedzinach matematyczno-przyrodniézyc
realizowany w ramach Poddziatania 4.1.1 Programer@yjnego Kapitat Ludzki

ciecia Harkera. Przyktadowo dla grupy przestrzen@cCkcia beda zwiazane z dziataniem sieci
translacyjnej Csrodka symetrii, osi dwukrotnej i ptaszczyzny c. t&y grupie dla komorki C ecie
uvw odpowiada wektorowi %220, déeodka 2x,2y,2zRys. 13.4, dla osi dwukrotnej [010] 2x,0,2z,
a dla ptaszczyzny z glizgiem c to wektor 0,2y,%.

Pozostaje pytanie kiedy dag¢sikzastosowa& metod Pattersona do rozwdania problemu
fazowego. Narzucaga s¢ odpowied — dla struktur zawieragych atomy ajzsze od pozostatych.
Jak cizkie? To okréla wzor SimaZZ%heaw/ £Z%gn ~0.5. Jednak przy wasi ilorazu okoto 0.1
tez mozna uzyska rozwigzanie. Efektywnie mmna wy¢ tej metody dla rozwazania struktury
zwiazkow organicznych zawiergjych atom siarki lub ezszy. Obecn& atomu Br praktyczne
gwarantujeze obliczone potzenie atomu eizkiego da fazy, ktére pozwplobliczye mag gestasci
elektronowej pokazufa czasteczk lub jej duwy fragment. Natomiast metoda Pattersona nie ¢a si
zastosowa do zwyktych zwiazkOw organicznych, gdynie ma tam atomow do cigzszych ni
pozostate - trudno odrdi¢ ciccie Harkera O-O (~64) od O-C (~48) i C-C (~36) duwkcja
Pattersona ma N(N-1) pikow.

Nalezy tez podkréli¢, ze metoda Pattersona jest stosunkowo matozliwa na bekdy
systematyczne wynikage z eksperymentu. \ifae jest uzyskanie rzeczywistych waﬂ;b|F|2 przez
koreke zmierzonych naten refleksow o czynniki Lorentza, polaryzacyjny i algci. Z drugiej
strony konieczn& zastosowania ¢t Harkera powodujeze trzeba poprawnie oldle¢ grup
przestrzena

Uzycie ck¢ Harkera jest proste i daje informaa@ potazeniu cezkich atomow. Mana take
potwierdzé wystepowanie poszczegolnych przeksztatag grupach przestrzennych. llustrup
dyskutowane przyktady.

Krysztat URs wykazuje symete P-1; a=b=c=10 Ag=p=y=90. Piki midzyatomowe U-U kda
miaty wysokd¢ proporcjonala do 9% = 8464 U-F ~ 92 . 9=828 F-F £981. Polaenia atoméw
rownowanych symetrycznie to x,y,z i -X,-y,-z. W struktarUFg najwyzsze piki Pattersona
odpowiadag wektorom U-U: P(U-U) = P(uvw) = P(2x, 2y, 2z).ndliza niszych pikow czsto
pozwala na lokalizagjatomow lekkich, dagych kolejne piki:

P u@x) v(ay) w(Az)

850 0.10 0.34 0.02 U-U: U(x=0.05 y=0.17 z=0.01)
80 0.23 0.17 0.01 U-F: F1(0.18,0,0) U-F1 A.6
80 0.05 0.35 0.01 U-F: F2(0,0.18,0) U-F2 A6
10 0.18 0.18 0.00 F1-F2: F2-F1 2.54 A

Krysztat UF6 ma symetriP2y/c; state sieci a=b=c=10 A=p=y =90. Potaenia rownowane
symetrycznie to (1) x,y,z; (2)(C) -X,-y,-z; (3)( -X, 0.5+y, 0.5-z; (4)(c) x, 0.5-y, 0.5+z. ¢Cia
Harkera dla osisrubowe] pozwalaj wyznaczy tylko wspétrzdne x i z, dla ptaszczyzny z
paslizgiem tylko wspotredng y. Jak je dopasow@ Poprawna lokalizacja dajezcie Harkera 2x,
2y, 2z odsrodka symetrii, co powinno potwierdzpoprawngc¢ rozwiazania:

2, P(3-1), P(2-4)  2x, 1/2, 1/2-2z
c P(4-1) 0, 1/2-2y, 1/2
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C P(2-1) 2Xx, 2y, 2z

P u@x) v(ay) w(Az)

850 0.10 0.50 0.20 U-U (R U(x=0.05 y z=0.15)
850 0.00 0.10 0.50 U-U(c): U(x y=0.20 2)
850 0.10 0.40 0.30 U-U (C): u(0.05, 0.20, 0.15)

Z ci¢¢ Harkera w grupie RZ mana jednoznacznie okile¢ potozenie U, jednak trzeba
rozwazy¢ wszystkie maliwe cigcia, a uzyskane wyniki mugsby¢ spojne wewegtrznie. Narzuca si
istotha uwaga — nie ma znaczenia pefue elementu symetrii w komédrce elementarnej,otylk
odlegia¢ atoméw od danego elementu symetrii.  Dlatego weglde potaenia atomow
rownowanych symetrycznie dla danego przeksztalceniazmao prowadzai przez iloczyn
macierzowego operatora przeksztatcenia i macigpsu@cej atom xyz.

Nalezy tez zwrock uwag, ze nietranslacyjne elementy symetrii gflapdpowiednie aicia
Harkera, a wic mazna potwierdzt ich wystpowanie w grupie przestrzennej. Takiej informadg
uzyska st z analizy wygasze systematycznych, bo wygiuja one tylko dla przeksztatae
Zwigzanych z utamkowymi translacjami.

Najwyzszy pik na mapie Pattersonadazie odpowiadat wektorom zerowym przesgm

wszystkich atoméw P(000%fl.a.Y (ciezkich i lekkich). Identyczne co do wysala piki
Pattersona pochogzod sieci translacyjnych Bravais, co pozwala z dfamaty Fouriera ¥
zidentyfikowa typ komorki:

P translacje a,b,c piki uvw: 1,0,0 0,1,0 0,0,1
A Le 0, 1/2, 1/2

B a2 1/2,0, 1/2

C 2 1/2,1/2,0

F e arc atb 0, 1/2, 1/2;1/2, 0, 1/2; 0, 1/2, 1/2

I aibie 1/2, 112, 1/2

Obliczona funkcja Pattersona up(jest odwrotn transformai eksperymentalnych ngten
refleksow rejestrowanych w eksperymencie dyfrakgyjn Zastosowanie @ Harkera pozwala na
wyliczenie wspétrzdnych najaizszych atomow. W wkszaci przypadkdéw nie uzyskamy jednak
petnej informaciji strukturalnej, czyli wspotdnych wszystkich atoméw. Rodzkswigc pytanie o
uzytecznd¢ takiej metody rozwizania problemu fazowego. Wkiadziggo atomu do czynnika
struktury F zaley od atomowego czynnika rozpraszania, czyli odbycatomowej. Zatem w
przypadku struktury z e¢ikim atomem, wkiad takiego atomu jest najkgzy. Zlokalizowanie
takiego atomu metad Pattersona pozwala na obliczenie wanitofaz, ktore g dobrym
przyblizeniem prawdziwych faz refleksow. Zastosowaniedakaz do obliczenia funkcji rozktadu
materii pozwala zlokalizowa kolejne atomy, obliczy bardziej doktadne fazy i w kolejnych
iteracjach znalg polozenia wszystkich atoméw w i asymetrycznej struktury. Naig
podkreli¢, ze metoda Pattersona w specjalnych wariantach (MRD) jest najlepsa metod
rozwigzania problemu fazowego stosowam krystalografii biatek.
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14. Rozwizanie problemu fazowego. Metody beagalnie.

Co zrobgé, gdy nie mana odgadst potazenia atoméw w strukturze (bo nie jest spetniony
wymog Z<Iprs) albo nie ma atoméw istotnieeaszych od pozostatych (co uniegivia
zastosowanie metody Pattersona)? Dla strukturezapgéych ‘jednakowo lekkie’ atomy stosuje;si
metody bezp&rednie, za opracowanie ktorych Jerome Karle i Heéfdauptmann uzyskali w 1985
roku nagrog Nobla. Metody bezpoednie oparte as na zalenosciach medzy wartgciami
normalizowanych czynnikow strukturyple  Pierwszym etapem jest skalowanie reflekséw i
obliczenie ogdlnego czynnika temperaturowego meMblsona. Aby wylicz¢ E z czynnikdw
struktury F trzeba zrtaczynnik skali t i czynnik temperaturowy B opigcy oscylacje atomow:

Fe=t|F| = LlpA jest obliczany z eksperymentalnych danygh |

Fre = t E fio exp2i(hx+ky+lz) exp(-Bsind?/A?)]|
gdzie fo — atomowy czynnik rozpraszania dla atomu w spokzyn

Jeli przyja¢, ze drgania atoméw assferyczne (izotropowe) i magjjednakovs amplitud:
(czynnik temperaturowy B= B), to réwnanie giupraszcza:

Fre = t eXp(-B si®?/A?) | fio exp2i(hx+ky+1z)| = t exp(-B sif?/A?) |F]|
IFf = P o1/ £ exp[-2B sift6 / \?]

Przyjmupc s = si®/A oraz dlasrednich wartéci F i R uzyskamy zatenos¢ Wilsona:

In £ - 2B< = In K(s)

W praktyce wybiera siprzedziaty s=si®/A, dla ktérych liczy si srednie wartéci <F.e> oraz
eksperymentalne €5 = | / LpA, érednie wartéci f; = f, exp(-Bsirf8/A?). Nastpnie sporzdza sé

wykres InK w funkcji §, aproksymujc prost (Rys. 14.). Czynnik skali (In t2) wylicza siz
réwnania prostej dlas 0. Nachylenie prostej daje waito2B.

In K(s) ,
Int2=315

3,0

2,0 L ! 1 1
0 0 0,2 03 04 s? [R7Y

Rys. 14.1
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Po obliczeniu czynnika skali t oragedniej wartéci czynnika temperaturowego B dla
wszystkich atomoéw struktury, prowadz¢ siormalizacg czynnikow struktury zgodnie z réwnaniem,
w ktorym licznik utamka to uzyskane po skalowaniwakiraty czynnikéw struktury, mianownik
zawiera sur@ kwadratow atomowych czynnikdéw rozpraszania z uedmgjeniem B i mnénik
uwzgkdniajacy zmiarg nakzen zwiazara z wygaszeniami systematycznymi:

E?h = [l / Zf% €

Dla znormalizowanych czynnikéw ng $rednia wartéé¢ ich kwadratu<E®> = 1. Analiza
statystyki dla ranych struktur wykazataze rozktady znormalizowanych czynnikéw struktury & d
struktur krystalizujcych w grupach przestrzennych centrosymetrycznyddez srodka symetrii
réznia sic znacaco (Tabela porkj). Szczegélnigrednia wartéé <E>1> pozwala w wikszgici
przypadkow zdecydowa czy krysztat wykazuje symetrisrodka, gdy wartaé¢ dla struktur
centrosymetrycznych 0.968 jest znacznieksza ni dla struktur beZrodka symetrii 0.736. Tabela
zawiera dane dla dwoch zwgkow. Badania strukturalne wykazatye kompleks cudmtp byt
centrosymetrycznym dimerem o budowie jClu(dmtp)]. Zwiazek o nazwie be2 to czysta
optycznie pochodna terpenu z trzema centrami clyinal w czsteczce. J normalizacg
czynnikOw struktury przeprowadziesstarannie, analiza statystyczna rozktadu E pozwhkgé
ograniczenia wynikage z prawa Friedla.

Centro Niecentro cudmtp be2
<E*> 1.0 1.0 0.806 0.870
<E> 0.798 0.886

<E%-1> 0.968 0.736 0.950 0.792

llos¢ |[E|> 1.0 31.7% 36.8 315 335
llos¢ |E|> 2.0 4.6 1.8 5.1 2.9
llos¢ |[E|> 3.0 0.3 0.01 0.5 0.1

Centro Niecentro

Powr&my do problemu fazowego. Dla transformat Fouri&éh) gstosci elektronowej
zachodzi zwizek w przestrzeni odwrotnej G(h)/6(h")G(h-h’)dV*. Podstaw teoretycza metod
bezpdrednich jest wynikajce z tego rownanie Sayre’a, w ktorym @afkozna zastpi¢ sumy po h’
(refleksach)

E(h) = T E(W)E(h-h")

Dla struktur centrosymetrycznych rozwanie jest wzglidnie tatwe. Mana wykazd, ze dla
nich faza mae mie tylko dwie wartdci: O lubz. To odpowiada zakmosci

E(h) = |E(h)| cos = |E(H)| s(h) gdzie s(h) to +1 lub -1

Rownanie Sayre’a dla dych wartdgci znormalizowanych czynnikéw struktury E dla trgtul
refleksdw o wskanikach h, h’ oraz h-h’ prowadzi do zafesci X,:

s(h) = s(h’)s(h-h"),
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ktorej szczegdlnym przypadkiem jest zales¢ X, gdy h = 2h’ : s(h) = s(h’)s(h’). Ta zaleos¢
wskazujeze bez wzgidu na wartéc fazy refleksu h’, faza refleksu h wynosi 0.

Prawdopodobi@stwo poprawnego okékenia fazy z zalenosci 2, dla struktury N-atomowej:
p=1/2+ 12 tgh [N | E()E(RE(hy)] ]

Prawdopodobi@stwo ragnie dla reflekséw o diych E(h), E(h), E(hs), maleje dla diych N.
Wynika z tegoze metody bezpmednie mana stosowadla stosunkowo matych struktur, ale nie dla
biatek. Mana jednak wykonadwa pomiary dyfrakcyjne, dla natywnego biatka odée biatka po
Zwigzaniu cgzkich jonow. Jéli nie zaszly zmiany konformacji biatka, a t&kzmiany wielkéci
komorki elementarnej i symetrii sieci, ur@ obliczy¢ réznice wartasci czynnikow struktury dla
tych samych refleksow F(hkl), pochadz tylko od ckzkich atoméw. Normalizacja takich
réznicowych czynnikow struktury pozwala na przypisafae refleksom i s lokalizacg cigzkich
jonéw (atomow).

Dla struktur niecentrosymetrycznych nie ma ogragméa wartgci fazy reflekséw. Stosujecsi
wzoér tangensowy Karle-Hauptmanna

5 |E(h)E(h-h)sinfa(h) + a(h-h)]

tga(h) = > |E(h)E(h-h')cos(h) +a(h—-h)]

Ta metoda obliczenia fazy refleksu hkl #eo by stosowana dla struktur zygkow
organicznych i metaloorganicznych. Nalepamkttaé, ze u podstaw metod bezednich ley
zatazenie o identyczriwi wszystkich atomow w strukturze i ich jednakowyascylacjach wokot
potozen rownowagi. Jdi to uproszczenie jest zbyt drastyczne, metodaaermawidé. Kolejnym
ograniczeniem jest normalizacja, wymagaj znajoméci skladu zwiazku w badanym krysztale.
Wprowadzenie kidow na tym etapie nme@ utrudné uniemaliwi ¢ rozwiazanie problemu fazowego.
Niepoprawna symetria me spowodowausrednienie wartéci czynnikdéw struktury nie zwzanych
symetria w rzeczywistym krysztale, co ta&k maze uniemaliwi ¢ rozwiazanie struktury.

Znormalizowane czynniki strukturynk map takie same wigiwosci jak czynniki struktury
Fna. Odwrotna transformacja Fouriera prowadzi do eagnia map rozkladuegtasci elektronowe;.
W praktyce metod bezpeednich wybieramy zbiér startowy reflekséw ozgeh wartgciach np.
E(h) > 2.5, spetniagych duo zalenaosci 2,, przyjmujemy wartéci fazy a(h) refleksow startowych,
nastpnie wyznaczamy fazy refleksow stagujlimit prawdopodobigstwa np 99%. W oparciu o
uzyskane fazy wyliczamy mapygjcsci E

j > |Ehkil expiing exp-2t(hx+ky+lz)
hkl

Znajdupc atomy na mapagby,, obliczamy nowe fazy i lepsze mapy lokaligupszystkie atomy:

Pxyz =

Pxyz = \i > |Flexp Zia exp -Zi(hx+ky+1z)

hkl
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Ze wzgkdu na rodzaj zastosowanych czynnikow struktury, snaditka rodzajow funkcji
opisupcych rozktad gstcici elektronowej. We wszystkich przypadkach fagysa obliczane w
oparciu o wspotradne zlokalizowanych atomow (metody begeanie, metoda Pattersona,).

Funkcja pcac Opisupca obliczony rozkiad ¢ptcéci elektronowej odpowiada aktualnemu
modelowi rzeczywistej struktury krysztatu. Jestditzona jako odwrotna transformata Fouriera
obliczonych czynnikéw struktury:ky bedacych sum wkiadéw atoméw o znanych wspdidnych:

Fenk = 2f [cos2t (hx+ky+z) + isinZ (hx+ky+Iz)] = A +iB
Pcalc = V-lz I:c,hkl exp -2ti(hX+ky+|Z)

hkl

Czynnik K na (Fnk Obserwowany) obliczany jest zyciem |Fy| z eksperymentu oraz fazy
okreslonej z czsciowo znanej struktury:

Fo = |[Flexpg.  gdzie ¢c = tg* [Zf sin2t (hx+ky+lz) / Zf cos2t (hx+ky+Iz)]

Obserwowanagstas¢ elektronowaps jest liczona jako odwrotna transformata Best to mapa
rzeczywistego rozkiadu egtosci eksperymentalnej, tej, ktéra powoduje powstanieierzonego
obrazu dyfrakcyjnego krysztatu.

pobs= V'S Fo exp -zi(hx+ky+Iz)

hkl

Bardzo wana i wyteczna jest transformata zzricy funkcji R, i F;, odpowiadajca r&nicy
funkcji rozktadu @stcsci pops pcac = Ap. Mapa ta nazywana jest mmapdznicowa. Rd&nica
czynnikow struktury reflekséw hkl liczona jest jako

Fo-Fc = |Flexp ¢. - 2fi exp 2ri(hx; + ky; + 1z)
Ap(xyz) = V* 3 (Fo-Fc) exp -Zi(hx+ky+1z) = pobs (XyZ) —peac (Xy2)

hkl

Funkcja r@nicowa stiy do kompletowania i korygowaniagolow struktury. Wart& Ap (xyz)
< 0 oznaczaze pobs < pecals CZYyli w modelu w punkcie xyz mamy za wysoWwart®¢ pcac W
poréwnaniu z rzeczywistgestascia — za cgzki atom lub atom w kidnym potaeniu. Jéli wartosé
Ap (Xyz) > 0 0znaczae pobs> peale 10 Z Kolei znaczyze w punkcie xyz brak atomu lub w modelu
znajduje s} tam atom o zbyt matej liczbie atomowej. Interpogh map rénicowych gstdici
pozwala na uzupetnienie brakaych atoméw, zamiamiewtaciwych atoméw, znalezienie atomow
wodoru, skorygowanie niepoprawnej konformacgsteczki.

Do oceny jakéci rozwigzania iywa sk tzw. wskanika rozbienosci R = ZHI;O||F_||FC”

Dla pocatkowych etapéw budowy modelu R~30%. Dla dobrze ktattnionych struktur
matoczasteczkowych R~2-6%, dla dobrze oltomych struktur biatek wskaik rozbieznosci R
przyjmuje wartéci 10-20%
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15. Elementy krystalochemii. Podstawowe typyldtru

Sie¢ krystaliczna tworzona jest przez oddziatywaniadny jej skladnikami. W krysztatach
moze wystpowa jeden lub rdne rodzaje oddziatywa - moéwimy wtedy o strukturach
homodesmicznych i heterodesmicznych. Struktury gmog jednosktadnikowe (pierwiastki) lub
wielosktadnikowe (zwgzki chemiczne). Oddziatywania glizy sktadnikami w sieci krystalicznej
wplywaja na wigciwosci chemiczne i fizyczne krysztatdbw. W sieci krygtanej mog wyskpowa
oddziatywania jonowe. d&to silne bezkierunkowe oddziatywania opisywanemara Coulomba, a
krysztaty o takich oddziatywaniach powinny dyozpuszczalne w rozpuszczalnikach polarnych.
Oddziatywania kowalencyjnes kierunkowe i silne, dlatego krysztaty o takich a@dywaniach s
zwykle trwate. Oddziatywania metaliczne moby¢ stabe lub silne, aleasto oddziatywania
bezkierunkowe. Oddzialywania wodorowe stabe lecz kierunkowe. Oddziatywania van der
Waalsa s stabe, wysipuja w wielu strukturach, np. krysztatach gazéw, lecz jedynymi
oddziatywaniami w krysztatach gazéw szlachetny@hzaleznosci od sktadu, krysztaty dzielisha
krysztaty pierwiastkdw A, zwzkow o stechiometrii AB, ABitd.

Wprowadzenie do podstawowych typow struktur jestartgp o rozwaanie struktur
zbudowanych z atoméw tego samego pierwiastkasli dbudujemy tak dwuwymiarovs sie
krystaliczry, kazdy atom ledzie styczny do sZeiu identycznych atomovwRys. 15.). Identycznéc¢
oddziatywa miedzy nimi powoduje, ze powstaje dwuwymiarowa struktura nggtszego
upakowania. Taka warstwa ma symgetreksagonan6mm. Ponmgdzy pierwszym atomem i jego
sz&cioma gsiadami wystpuja luki, w ktérych mog lokowat sie¢ atomy kolejnej warstwy. Lukias
potozone pomgdzy trzema atomami danej warstwy i madfygonalm symetrg 3m. Rozmiar i
odlegtag¢ pomidzy lukami w pierwszej warstwie powodujze atomy kolejnej warstwy mag
obsadza tylko co drug luke. Nastpna warstwa mie zostd dodana przez obsadzenie luk w
warstwie drugiej. Mena symbolicznie opigapotozenie atomow w tak tworzonej trojwymiarowe]
sieci stosujc symbole A dla warstwy pierwszej, B dla atomowgiej warstwy. Warstwa kolejna
moze zajmowd luki odpowiadajce potaeniu drugiego rodzaju luk z warstwy pierwszej C lub
potozenie identyczne z atomami warstwy pierwszej AadSteriodycznie zbudowany krysztat seo
mie¢ sekwenag warstw ABAB... lub ABCABC... Energia oddziatywania mpagdzy warstwami
jest identyczna niezateie od zmiany wzajemnej orientacji warstw, gdyki w kazdej z nich g
identyczne. Powstaje wd mazliwosé wystpienia nieregularniei orientacji kolejnych warstw np.
..ABABCABAB.. bez utraty energii oddziatywania ¢dizy atomami w strukturze. Takie zjawisko
nosi nazw modulacji struktury i jest stosunkowoeste.

>
>

Rys. 15.1 Rys. 15.2 Rys. 15.3
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Tréjwymiarowe struktury najgtszego upakowania tworzong s heksagonalnych warstw o
sekwencji ABAB.. i ABCABC.. Rys. 15.2i Rys. 15.3 i wykazup symetre heksagonak lub
regulara. Tak zbudowaneasstruktury metali lub gazow szlachetnych. W obdzagach struktur
wystepuja luki, tetraedryczne i oktaedryczne nazywane takvzgledu na symets ich otoczenia
(Rys. 15.4i Rys. 15.5. Wiele struktur krystalicznych jest zbudowanyckwarstw heksagonalnych
tworzonych przez jeden skiadnik i luk obsadzany@epinne sktadniki sieci.

v

Rys. 15.5

Pierwszym typem struktur nasfszego upakowania jest struktura typu miedzi. MWésHale
wystepuja oddziatywania metaliczne. Jest to struktura o etyimregularnej F, z uktadem warstw
ABC (Rys. 15.§. Wspdtrzdne atomow Cuastakie jak wztdw w sieci F, a symetria sieci to
Fm3m. Osie k prostopadte do warstw heksagonalnychankagrunek przeitnych przestrzennych
komorki elementarnej. Liczba koordynacyjna atomut@€12 (4+4+4), a wiekzian koordynacyjny
to kubooktaedr regularny. Najsilniejsze oddzialgw@a midzyatomowe wyspuja wzdiuz
przekatnych scian komérki (kierunek [110] i rbwnowae). Dlatego z wyznaczonej statej siegika

3.615 A mana wyliczyé diugas¢ wiazania metalicznegocdc, = &-/2 /2 oraz promig metaliczny
CU Icy = &-/2 /4. Struktue typu Cu wykazuj m.in. Ag, Au, Ne, Ar.

Definiuje sk tzw. stopié zapetnienia przestrzeni jako iloraz ebgci atomow w komorce
elementarnej i okjosci komorki. Wyliczenie (komorka F) daje wynikN Viom =T1./2 /6 = 74%

Rys. 15.6. Rys. 15.7.

Kolejny typ struktury najgstszego upakowania to struktura magnezu o uktadarstw ABAB
(Rys. 15.7 i komédrce heksagonalnej P. Liczba koordynacyleakadego atomu to 12 (3+6+3),
wieloscian koordynacyjny to kubooktaedr heksagonalnyjkidésza odlegté¢ miedzy atomami Mg
wzdtuz krawgdzi & komorki pozwala wylicz§ diugas¢ wiazania metalicznegomd-mg = @ oraz
promien rnyg = &/2. Poniewa jest to take struktura najgstszego upakowania, procent zapetnienia
przestrzeni jest identyczny jak dla Cu — 74%. Tggistruktury wykazw m.in. H, He, Be, Co, Zn.
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Struktura wolframu Rys. 15.8 nie jest struktur najgstszego upakowania. Oddziatywania w
strukturze g metaliczne. Kady atom ma liczb koordynacyja 8, a rozktad atomoéw odpowiada
komorce regularnej |. Dla znanej stalgj=a3.165 A mana wyliczy¢ dtugcé wiazania @.w =

3-+/3/2 i rw = &-/3/4. Obliczenia procentu zapetienia przestrzeoim(@rka 1) dag Vai / Viom =

T./3/8 = 68%. W strukturze typu W jest egej miejsca na ewentualne wprowadzanie domieszek
modyfikujacych wig&ciwosci, niz w strukturach typu Cu czy Mg. Strukgutypu wolframu maj
m.in. Na, K, Mo,a-Cr, a-Fe.

Poréwnajmy promienie metaliczne Cu i W wyliczone g@atych sieci z literaturowymi
wartasciami promieni van der Waalsa. Dla Cu te wéstdo 1.278 i 1.280 A, dla W odpowiednie
promienie to 1.370i 1.410 A. Obliczenie iloraguh wartdci rey/fvaw = 0.998 orazyi/rygw = 0.972
wskazuje na istotnréznice oddziatywa pomidzy atomami w obu strukturach. Dla struktury
miedzi skrocenie vazania w stosunku do hipotetycznego stabego oddxzéatia van der Waalsa jest
bardzo mate, co wskazuje na niewielkie hamowanahuugazu elektronowego w krysztale. Dla
wolframu to skrocenie jest znaczne, co wskazujsilimejsze hamowanie przeptywu elektronow, a
w konsekwencji wikszy opér elektryczny. Uwaa analiza danych strukturalnych ieo
wskazywa na przyczyny rénic wiasciwosci fizycznych lub chemicznych. Jest to bardzazmea
narzdzie chemii, fizyki czy nauk o materiatach.

Kolejnymi strukturami pierwiastkéwasstruktury diamentuRys. 15.9-15.1Di grafitu (Rys.
15.17). Struktue diamentu ména opisa jako dwie sieci regularne F przesgteiwzgkdem siebie o
Ya przelgtnej przestrzennej komorki elementarnej. Przyejagirukturze rozktad atoméw pierwszej
podsieci jest taki jak w regularnej sieci F$ztomy drugiej podsieci zapetrdago drug luke
tetraedryczn pierwszej podsieci. To powodujee liczba koordynacyjna kdego atomu wgla
wynosi 4, a wielécianem koordynacyjnym jest tetraedr. Strukturat jpemodesmiczna, z
oddziatywaniami kowalencyjnymi. @t mazna okréli¢ hybrydyzaci atoméw wgla jako sp.
Dlugos¢ wiazania ¢.c = &-/3/4 mae by wzorcem diugéci nie zaburzonego pojedynczego

wigzania C-C. Promieatomu vegla i = a./3/8 to promié kowalencyjny. Cata struktura ma
symetre regularnej sieci F. Zwraca uwagsposOb obliczenia warunku na wygaszenia
systematyczne dla takiej zionej struktury. Najpriciej jest zdefiniow& dwuatomowy czynnik
rozpraszania jako sumwktadow atomu o wspotedinych 000 i atomu po przesgoiu 0 Y
przekatnej przestrzennej, a ngghie zastosowanie tego czynnika w warunku dla geci

fc.c = fc exp2u(h0+k0+10) + fc exp2u(h¥Ya +k¥Ya +1%4)
Frk = fc.c [exp2ri(hx+ky+lz) + expau(h(¥2+x)+k(Y2+y)+lz) +
+ exp2i(h(*2+x)+ky+l(Y2+2)) + expi(hx+k(¥2+y)+l(Y2+2))]

Mozna take wyliczy¢ procent zapetnienia przestrzeni. Wydaje sé struktura diamentu jest
zbudowana z dwoch struktur negfiszego upakowania (regularne F). Liczba atomdékomorce

Z=4+4. Jednak wyliczenie dajeyV Viom = T1./3/16 = 34%.

Struktura grafitu jest struktarheterodesmiczn — z oddziatywaniami kowalencyjnymi w
warstwach grafenowych oraz oddziatywaniami van\Wemalsa pomgidzy warstwami. Kady atom
w warstwach ma liczbkoordynacyja 3, co odpowiada hybrydyzacji ‘sp powoduje whiciwosci
aromatyczne warstwy. OdlegtoC-C to okoto 1.42 A. Odlegié pomidzy warstwami to okoto
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3.4 A, co odpowiada sumie promieni van der WaaRéznica oddzialywa wewratrz i pomkdzy
warstwami wptywa na wkgiwosci fizyczne. Delokalizacja i transport elektronévedtuz warstw
powoduje dobre przewodnictwo elektryczne i cieplneTakie przewodnictwo w kierunku
prostopadtym do warstw jest znacznie mniejsze. dglat elementy grafitowe magstanowé
przewodniki elektryczne (szczotki silnikow elektzyych) ale te izolatory (elektryczne i cieplne).
Takze niska energia przesgnia jednej warstwy wzgtlem innych powodujeze grafit znajduje
zastosowanie jako smar staty lub w otdwkach. Orapwistruktue grafitu mana zwrdéct uwag:
na czste zjawisko polimorficzniwi. Polimorfizm oznacza wygbowanie danej substancji w
formach krystalicznych o piej budowie wewetrznej a wec raznej komorce elementarnej i
symetrii. Grafit o symetrii heksagonalnej ma ideaty orientacg warstw 1, 3, 5 itd (uktad AB).
Przy uktadzie warstw ABC grafit ma romboedrygkomorke trygonaln.

W

3
A

&'.

\

Q
@]
N N ARSI A
W I

s

;,\V-'..-.l

e b

kA A i

1

Rys. 15.10 Rys. 15.

Przejdmy do zwazkéw chemicznych. Jeden z podstawowych typow siruto typ chlorku
sodu. Struktura NaCl jest strukjunromodesmiczntypu AB z whzaniami jonowymi Rys. 15.12.
zbudowana z dwoéch podsieci regularnych Edikatworzona przez jednoimienne jony. Jedna sie
jest przesurta wzgkdem drugiej o Y2 kragdzi komoérki elementarnej. Struktura ma symetri
regularm F, i mazna p traktowa& jako struktug regularm F zbudowaa z jonéw chlorkowych,
ktérej luki oktaedryczneasobsadzone jonami sodowymi. Liczba koordynacyjiaga@how Nd i CI
wynosi 6, a wielécian koordynacyjny to @nioscian. Mazna wyliczy¢ promienie obu skfadnikow.
Suma 4 promieni jonowych Ttéwna jest przeknej sciany komorki, a suma promieni Na CI
réwna jest g2. Z ukfadu tych dwdéch réwhamazna wyliczy¢ oba promienie jonower= /214

oraz fa=a/2-rg=a/2 (1 - ﬁ/Z). Dla struktury mgna tez wyliczy¢é geometryczny warunek na
stabilnag¢ struktury typu NacCl jako iloraz wagoi promieni jonow:

N ra=a/2 [(1--/2/2)]/[/2/2)=-/2 -1=0.41

W typie NaCl krystalizyj : KCI, CaO, AgCl, LiF, FeO, MgO

Do obliczenia warunku na wygaszenia systematyczmaanzdefiniowa dwuatomowy czynnik
rozpraszania, a potem zastoséwa wygasze dla sieci F:

fraci = for exp2i(h0+k0+I0) + fa exp2ri(h/2 +k0 +10) = & + fua exprih

Majac wyliczone wartéci promieni sktadnikow sieci nima take wyliczy¢ procent zapetnienia
jako Vna + Ve I Viom, pametajac, ze w komaorce wyspuja po 4 jony kadego rodzaju.
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Kolejny typ struktury to typ chlorku cezuirys. 15.13. Struktura ma symetriregulara P, i
mozna p opisa jako podsié regularm P zbudowas z anionéw i podsieregulara P z kationow
przesungta 0 potowe przelkatnej przestrzennej. Dla kdego sktadnika sieci liczba koordynacyjna
wynosi 8, a wielécian koordynacyjny to sZeian. Struktura jest homodesmiczna z
oddziatywaniami jonowymi. Mmna wyliczy¢ diuga¢ wiazania @s.ci = re + fes = &-+/3/2 oraz
promienie jonow:

roi = &/2 oraz gs= &/3/2 - 1o = a/2(+/3-1)

Geometryczny warunek na stabidatruktury typu CsCl jako iloraz wada promieni jonow:

N /ra=[a/2 (+/3-1)] / [a/2] =~/3-1=0.73

W typie CsCI krystalizyj : NH4Cl, CsBr, TICI, LiAg, LiGa, CuZn

Rys. 15.12 Rys. 15.13.

Kolejny typ struktury to typ sfalerytu — regularn@jimiany ZnS Rys. 15.14 oraz wurcytu —
odmiany heksagonalnejRys. 15.15. Dla ZnS obserwujemy wspomnianez juzjawisko
polimorfizmu.

0.0

Rys. 15.14 Rys. 15.15. Rys. 15.16.

Obie struktury 8 homodesmiczne. Struktura sfalerytu jest dwuskiaimym odpowiednikiem
struktury diamentu o symetrii regularnej F. W aetirycznych lukach podsieci regularnej F
budowanej przez jony?Sznajduj sie kationy Zrf*. Dla obu rodzajéw jonéw liczba koordynacyjna
wynosi 4 a wielécian koordynacyjny to tetraedr. Mua obliczy diugas¢ wiazania dn.s = a&-/3 /4,
oraz promienie skfadnikéw:

rs=a/2/411m=a/3/4-&=a/4 (:/3-1/2)
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Stad geometryczny warunek na stahbitnstruktury typu sfalerytu to :

re Ira = [a0~/314)] | [20~/214] = (/3-+/2)/\/2 =0.225

Struktura wurcytu mize by traktowana jako odpowiednik struktury magnezu. ofiay ja dwie
sieci P przesunie o u = 1/8 g(podsieci Mg). Heksagonalne warstwyte/orzone przez Zn lub S.
Otoczenie oraz liczba koordynacyjna dla obu jon@st jtaka sama jak w strukturze sfalerytu.
Oddziatywanie Zn-S wysgpuje wzdhi osi krystalograficznej Z. Oddziatywanie S-S wzdtu
krawedzi a komorki elementarnej.

Omoéwimy jeszcze jednstruktue typu AB, —struktue typu fluorytu Cak (Rys. 15.16, gdyz
dodaje ona kilka dodatkowych aspektéw do analizykstiry. Najpierw sposob na identyfikacj
sktadnikéw struktury. Jeden sktadnik tworzy podsiegularm F, wiec komorka elementarna
zawiera 4 jony tego typu. Drugi skfadnik struktudysadza wszystkie luki tetraedryczne pierwszej
podsieci, czyli komorka zawiera 8 jonéw tego tygstechiometria fluorytu wskazuje jednoznacznie
na to,ze pierwsz podsié budup jony C&", a drug jony F. Otoczenie kadego z jonéw jest inne.
Dla kationéw C&" liczba koordynacyjna wynosi 8 a wiélan koordynacyjny to szeian. Dla
anionéw liczba koordynacyjna wynosi 4 a wigian koordynacyjny jest tetraedrem. Hha

wyliczy¢ diugas¢ wiazania @ar=rcat Ir = &-/3/4 oraz promienie jonow:

F=a-/2/4 a=a/3/4-¢=a/4(/3-/2)

Zwroémy uwag ha jeszcze jeden wniosek wynikgy z pordwnania struktur. Pordwnanie
geometrycznego warunku na stabfiistruktur z liczla koordynacyja wskazuje,ze im wigksza
réznica promieni skfadnikow, tym #sza liczba koordynacyjna i inny wiglhan koordynacyjny
(Rys. 15.17. To pozwala do pewnego stopnia przewid§wazktad materii w prostych strukturach.

Liczba  |Schemat uktadu Figura Liczba
[koordynacyjna atomow koordynacyjna koordynacyjna

i || OO ot )

Ba
Re<05

Q
3 A :
B A
R =0155-023 | O o)

Ba-0,23-041
Re

y

Ra
B -0,41-
R =04073

Prowadzona powAej analiza wybranych typow struktur pokazuje tylkeektére wnioski
wyciagane z danych strukturalnych. W praktyce dladia badanej struktury trzeba okiié
najwazniejsze parametry geometryczne i dyskutéyeaw kontekcie wiasciwosci chemicznych lub
fizycznych. Autor wyraa nadzieg, ze kurs krystalochemii przygotowat stuchaczy dodpgracy.
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